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Introduction 
 
These mark schemes are published as an aid for teachers and students, and 
indicate the requirements of the examination. It shows the basis on which marks 
were awarded by the Examiners and shows the main valid approaches to each 
question. It is recognised that there may be other approaches; if a different approach 
was taken by a candidate, their solution was marked accordingly after discussion by 
the marking team. These adaptations are not recorded here. 
 
All Examiners are instructed that alternative correct answers and unexpected 
approaches in candidates’ scripts must be given marks that fairly reflect the relevant 
knowledge and skills demonstrated. 
 
Mark schemes should be read in conjunction with the published question papers and 
the Report on the Examination. 
 
Admissions Testing will not enter into any discussion or correspondence 
in connection with this mark scheme.  
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Marking notation 

NOTATION MEANING NOTES
M Method mark For correct application of a Method. 
dM or m Dependent method mark This cannot be earned unless the 

preceding M mark has been earned. 
A Answer mark M0 ⇒ A0 
B Independently earned 

mark 
Stand alone for “right or wrong”. 

E B mark for an explanation  
G B mark for a graph  
ft Follow through To highlight where incorrect answers 

should be marked as if they were correct.
CAO or CSO 
Sometimes 
written as 
A* 

Correct Answer/Solution 
Only 

To emphasise that ft does not apply. 

AG Answer Given  Indicates answer is given in question.   
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STEP I 2017 Mark Scheme 

Question 1 

(i)  ݑ  ൌ ݔ sin ݔ ൅ cos  ݔ
 
ௗ௨

ௗ௫
ൌ sin ݔ ൅ ݔ cos ݔ െ sin 	ݔ

 ൌ ݔ cos  ݔ

M1 A1 

  ׬ 
௫

௫ ୲ୟ୬ ௫ାଵ
ݔ݀ ൌ ׬

௫ ୡ୭ୱ௫

௫ ୱ୧୬௫ାୡ୭ୱ௫
 ݔ݀ M1 A1 

   ൌ ׬
ଵ

௨
 ݑ݀  

   ൌ ln|ݑ| ൅ ܿ  A1 

   ∴ ׬
௫

௫ ୲ୟ୬ ௫ାଵ
ݔ݀ ൌ ln|ݔ sin ݔ ൅ cos |ݔ ൅ ܿ  M1 

     

  ׬ 
௫

௫ ୡ୭୲௫ିଵ
ݔ݀ ൌ ׬

௫ ୱ୧୬௫

௫ ୡ୭ୱ௫ିୱ୧୬௫
 ݔ݀ M1 

  Let ݑ ൌ ݔ cos ݔ െ sin  ݔ  

 
 
ௗ௨

ௗ௫
ൌ cos ݔ െ ݔ sin ݔ െ cos  ݔ

 ൌ െݔ sin  ݔ
M1 A1 

  ׬ 
௫

௫ ୡ୭୲௫ିଵ
ݔ݀ ൌ ׬

ିଵ

௨
ݔ݀ ൌ െ ln|ݑ| ൅ ܿ   

   ∴ ׬
௫

௫ ୡ୭୲௫ିଵ
ݔ݀ ൌ െ ln|ݔ cos ݔ െ sin  |ݔ A1 

     
(ii)  Let ݑ ൌ secଶݔ ݔ െ tan  ݔ M1 A1 

 
ௗ

ௗ௫
ሺsecଶ ሻݔ ൌ 2 sec ݔ ሺsec ݔ tan ሻݔ ൌ 2 secଶ ݔ tan   ݔ A1 

 
ௗ௨

ௗ௫
ൌ secଶ ݔ ൅ ݔ2 secଶ ݔ tan ݔ െ secଶ ݔ ൌ ݔ2 secଶ ݔ tan   ݔ A1 

  So ׬
௫ ୱୣୡమ ௫ ୲ୟ୬ ௫

௫ ୱୣୡమ ௫ି୲ୟ୬௫
ݔ݀ ൌ

ଵ

ଶ
׬
ଵ

௨
ݑ݀ ൌ

ଵ

ଶ
ln|ݑ| ൅ ܿ   

  ׬
௫ ୱୣୡమ ௫ ୲ୟ୬௫

௫ ୱୣୡమ ௫ି୲ୟ୬ ௫
ݔ݀ ൌ

ଵ

ଶ
ln|ݔsecଶ ݔ െ tan |ݔ ൅ ܿ   A1 

     

  ׬
௫ ୱ୧୬ ௫ ୡ୭ୱ௫

ሺ௫ିୱ୧୬௫ ୡ୭ୱ௫ሻమ
ݔ݀ ൌ ׬

௫ ୱୣୡమ ௫ ୲ୟ୬ ௫
ሺ௫ ୱୣୡమ ௫ି୲ୟ୬௫ሻమ

  ݔ݀ M2 A1 

 
Using same substitution as previous integral:
 

ൌ
ଵ

ଶ
׬

ଵ

௨మ
ݑ݀ ൌ െ

ଵ

ଶ௨
൅ ܿ  

A1 

  ׬
௫ ୱ୧୬ ௫ ୡ୭ୱ௫

ሺ௫ିୱ୧୬௫ ୡ୭ୱ௫ሻమ
ݔ݀ ൌ െ

ଵ

ଶሺ௫ ୱୣୡమ ௫ି୲ୟ୬௫ሻ
൅ ܿ   A1 
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Question 1 

An A1 should be lost if modulus signs or ൅ܿ are omitted in the final answer for any section, but only 

on the first occasion. 

M1  Calculation of 
ௗ௨

ௗ௫
 

A1  Correct expression 

M1  Use of tan ݔ ൌ
ୱ୧୬௫

ୡ୭ୱ௫
 

A1  Integral simplified and in terms of ݑ 
A1  Integration completed correctly in terms of ݑ 
M1  Integral rewritten in terms of ݔ

Subtotal: 6

M1  Rewriting integral in a form ready for substitution 

M1  Correct choice of substitution 

A1  Correctly differentiated 

A1  Correct final answer. 

Subtotal: 4

M1  Choice of a sensible substitution, based on the denominator.

A1  Correct choice 

A1  Differentiation of secଶ  ݔ
A1  Correct 

ௗ௨

ௗ௫
 

A1  Correct final answer. 

Subtotal: 5

M2  Transformation of the integral so that the denominator is similar to the first part. 

A1  Correctly transformed. 

A1  Correct integral in terms of ݑ 
A1  Correct final answer. 

Subtotal: 5
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Question 2 

(i)  ׬
ଵ

௧

௫
ଵ ݐ݀ ൌ ሾln|ݐ|ሿଵ

௫ ൌ ln   ݔ M1 

  ׬ 1
௫
ଵ ݐ݀ ൌ ሾݐሿଵ

௫ ൌ ݔ െ 1    

  Therefore, ln ݔ ൑ ݔ െ 1  A1 AG 
     

  Over the interval ݔ ൑ ݐ ൑ 1, 
ଵ

௧
൒ 1  M1 

 
Taking the integral over the range ݔ ൑ ݐ ൑ 1 gives the inequality 

െ ln ݔ ൒ 1 െ ݔ
 

  Therefore ln ݔ ൑ ݔ െ 1  A1 AG 
     
(ii)  ׬

ଵ

௧మ
௫
ଵ ݐ݀ ൌ ቂെ

ଵ

௧
ቃ
ଵ

௫
ൌ 1 െ

ଵ

௫
   M1 A1 

 

Therefore, integrating both sides gives 

1 െ
ଵ

௫
൑ ln   ݔ

and so ln ݔ ൒ 1 െ
ଵ

௫
 for ݔ ൒ 1 

M1 A1 

 
For 0 ൏ ݔ ൏ 1, integrating 

ଵ

௧మ
൒

ଵ

௧
 over the interval ݔ ൑ ݐ ൑ 1 gives: 

ଵ

௫
െ 1 ൒ െ ln   ݔ

M1 

  So ln ݔ ൒ 1 െ
ଵ

௫
 for 0 ൏ ݔ ൏ 1 as well and so (**) is true for ݔ ൐ 0.  A1 

     
  ALTERNATIVE   

 
ௗ

ௗ௫
ቀ1 െ

ଵ

௫
ቁ ൌ

ଵ

௫మ
 and 

ௗ

ௗ௫
ሺln ሻݔ ൌ

ଵ

௫
  M1 A1 

  When ݔ ൌ 1, 1 െ
ଵ

௫
ൌ 0 ൌ ln  ݔ dM1 

 
ଵ

௫మ
൒

ଵ

௫
 for ݔ ൑ 1  B1 

 
Therefore, since the two sides of the inequality are equal when ݔ ൌ 1, the LHS 
grows more rapidly for ݔ ൏ 1 and the RHS grows more rapidly for ݔ ൐ 1, the 
inequality is true. 

G1 E1 

     
(iii)  ׬ ln ݔ

௬
ଵ ݔ݀ ൌ ׬ 1 ൈ ln ݔ

௬
ଵ   ݔ݀

ݑ ൌ ln ݔ
ௗ௩

ௗ௫
ൌ 1

ௗ௨

ௗ௫
ൌ

ଵ

௫
ݒ ൌ ݔ

  
M1 

  ׬ ln ݔ
௬
ଵ ݔ݀ ൌ ሾݔ ln ሿଵݔ

௬ െ ׬ 1
௬
ଵ ݔ݀ ൌ ݕ ln ݕ െ ݕ ൅ 1   A1 

 

Integrating (*): 
For ݕ ൐ 1: 

ݕ ln ݕ െ ݕ ൅ 1 ൑
௬మ

ଶ
െ ݕ ൅

ଵ

ଶ
  

M1 

  Therefore 2ݕ ln ݕ ൑ ሺݕଶ െ 1ሻ and so 
୪୬ ௬

௬ିଵ
൑

௬ାଵ

ଶ௬
      (since 2ሺݕ െ 1ሻ ൐ 0ሻ  A1 

 
For 0 ൏ ݕ ൏ 1: 

ݕ െ ݕ ln ݕ െ 1 ൑ െ
௬మ

ଶ
൅ ݕ െ

ଵ

ଶ
  

M1 

  Therefore 2ݕ ln ݕ ൒
௬మ

ଶ
െ ݕ ൅

ଵ

ଶ
 and so 

୪୬௬

௬ିଵ
൑

௬ାଵ

ଶ௬
      (since 2ሺݕ െ 1ሻ ൏ 0ሻ  A1 

     

 
Integrating (**): 
For ݕ ൐ 1: 
ݕ ln ݕ െ ݕ ൅ 1 ൒ ݕ െ ln ݕ െ 1

M1 

  Therefore ሺݕ ൅ 1ሻ ln ݕ ൒ 2ሺݕ െ 1ሻ and so 
ଶ

௬ାଵ
൒

୪୬௬

௬ିଵ
  (since ሺݕ െ 1ሻሺݕ ൅ 1ሻ ൐ 0ሻ  A1 

 
For 0 ൏ ݕ ൏ 1: 
ݕ െ ݕ ln ݕ െ 1 ൒ ln ݕ ൅ 1 െ ݕ

M1 

  Therefore ሺݕ ൅ 1ሻ ln ݕ ൑ 2ሺݕ െ 1ሻ and so 
ଶ

௬ାଵ
൒

୪୬௬

௬ିଵ
  (since ሺݕ െ 1ሻሺݕ ൅ 1ሻ ൏ 0ሻ  A1 
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Question 2 

M1  Integration of one of the sides of the inequality (indefinite integration OK) 

A1  Integration of both sides of the inequality and conclusion reached. (In the case of the RHS 
an alternative would be a clear explanation in terms of area of rectangle) 

M1  Statement of the inequality for this range of values for ݐ.
A1  Correctly drawn conclusion. 

Subtotal: 4

M1  Integration of LHS of inequality. (indefinite integration OK)

A1  Integration completed correctly.

M1  Inequality formed by integrating both sides of inequality 

A1  Correct deduction of (**) for ݔ ൒ 1 
Marks up to this point can be awarded if there is no consideration of which values of ݔ (**) is 
shown for. 

M1  Integration of correct inequality for 0 ൏ ݔ ൏ 1
A1  Conclusion of (**) including clear explanation of how it is shown for whole range. 

Note that substituting 
ଵ

௫
 for ݔ in (*) gives ln

ଵ

௫
൑

ଵ

௫
െ 1, which leads to െ ln ݔ ൑

ଵ

௫
െ 1 and then to 

(**) directly, but no marks for this as question requires starting from a different inequality. 

ALTERNATIVE 

M1  Two differentiations. 

A1  Correctly completed. 

dM1  Consideration of ݔ ൌ 1 
B1  Correct inequality. 

G1  Graph to illustrate that the inequality holds. 

E1  Explanation (award the G1 also for a good explanation without the graph sketched. 

 Subtotal: 6

M1  Use of integration by parts to integrate ln  (indefinite integration OK) ݔ
A1  Correct integral 

M1  Integration of both sides of inequality in case ݕ ൐ 1 .
A1  Inequality deduced for case ݕ ൐ 1. 
M1  Integration of both sides of inequality in case 0 ൏ ݕ ൏ 1 . 
A1  Inequality deduced for case 0 ൏ ݕ ൏ 1. 
M1  Integration of both sides of inequality in case ݕ ൐ 1 .
A1  Inequality deduced for case ݕ ൐ 1. 
M1  Integration of both sides of inequality in case 0 ൏ ݕ ൏ 1 . 
A1  Inequality deduced for case 0 ൏ ݕ ൏ 1. 

Subtotal: 10
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Question 3 

  ݕ2
ௗ௬

ௗ௫
ൌ 4ܽ   M1 

  At P, 
ௗ௬

ௗ௫
ൌ

ସ௔

ଶሺଶ௔௣ሻ
ൌ

ଵ

௣
  A1 

 
Therefore the equation of the tangent is:

ݕ െ ݌2ܽ ൌ
ଵ

௣
ሺݔ െ   ଶሻ݌ܽ M1 

  ݕ ൌ
ଵ

௣
ݔ ൅   ݌ܽ A1 

     

  Similarly, the equation of the tangent at Q is ݕ ൌ
ଵ

௤
ݔ ൅  ݍܽ B1 

 

Coordinates of R: 
ଵ

௣
ݔ ൅ ݌ܽ ൌ

ଵ

௤
ݔ ൅   ݍܽ

ݔݍ ൅ ݍଶ݌ܽ ൌ ݔ݌ ൅   ଶݍ݌ܽ
ሺ݌ െ ݔሻݍ ൌ ݌ሺݍ݌ܽ െ   ሻݍ
Therefore ݔ ൌ  .ݍ݌ܽ

M1 
A1 A1 

  ݕ ] ൌ
ଵ

௣
ሺܽݍ݌ሻ ൅ ݌ܽ ൌ ܽሺ݌ ൅  [ ሻݍ  

  The coordinates of R are ሺܽݍ݌, ܽሺ݌ ൅  ሻሻݍ  

 
Other coordinates are: 
ܵሺ0, ,ሻ and ܶሺ0݌ܽ  ሻݍܽ

B1 

 

Area of RST: 
Using the edge along the ݕ‐axis as the base: 
Base length ൌ ܽሺ݌ െ  ሻݍ
Height ൌ െܽݍ݌ 
Therefore the area is 

ଵ

ଶ
ܽଶݍ݌ሺݍ െ  ሻ݌

M1 A1 
A1 

     
  Area of OPQ:   

 
Trapezium formed by adding horizontals to ݕ‐axis from P and Q:

Area ൌ
ଵ

ଶ
ሺܽ݌ଶ ൅ ݌ଶሻሺ2ܽݍܽ െ ሻݍ2ܽ ൌ ܽଶሺ݌ଶ ൅ ݌ଶሻሺݍ െ  ሻݍ

M2 A1 

 

Triangles to be removed: 

(P): Area ൌ
ଵ

ଶ
ሺܽ݌ଶሻሺ2ܽ݌ሻ ൌ ܽଶ݌ଷ 

(Q): Area ൌ
ଵ

ଶ
ሺܽݍଶሻሺെ2ܽݍሻ ൌ െܽଶݍଷ 

A1 A1 

  Therefore area of OPQൌ ܽଶሺ݌ଶ ൅ ݌ଶሻሺݍ െ ሻݍ െ ܽଶ݌ଷ ൅ ܽଶݍଷ   

  Area ൌ ܽଶሺ݌ଷ ൅ ଶݍ݌ െ ݍଶ݌ െ ଷݍ െ ଷ݌ ൅ ଷሻݍ ൌ ܽଶݍ݌ሺݍ െ  ሻ݌
M1 A1 
B1 

  Therefore the area of OPQ is twice the area of RST   
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Question 3 

M1  Differentiation. 

A1  Gradient correct. 

M1  Equation of line through P with this gradient. 

A1  Establish given equation. 

Subtotal: 4

B1  Tangent at Q. 

Subtotal: 1

M1  Equating ݕ coordinates. 
A1  Solve for ݔ (allow mark if signs are incorrect).

A1  Correct signs. 

Subtotal: 3

B1  Coordinates of other points. 

M1  Valid method for area of triangle.

A1  Area correct. 

A1  Sign correct. 

Subtotal: 4

M2  Valid method for calculation of the area.

A1  Correct area for one shape that is needed. 

A1  Correct area for at least one other shape that is needed. 

A1  Correct areas found for all shapes needed. 

M1  Combine all areas correctly. 

A1  Correct area of the triangle. 

B1  All correct and conclusion reached. 

Subtotal: 8
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Question 4 

(i)  1 ൅ ݎ ൅ ଶݎ ≡ ቀݎ ൅
ଵ

ଶ
ቁ
ଶ
൅

ଷ

ସ
 

Therefore minimum point is ቀെ
ଵ

ଶ
,
ଷ

ସ
ቁ 

B1 
M1 
A1 
B1 
B1 

 
Since |ݎ| ൏ 1, upper bound for ݌ is the value when ݎ ൌ 1.
Therefore  

ଷ

ସ
൑ ݌ ൏ 3 

B1 

 
Since |ݎ| ൏ 1, there is only one value of ݎ that corresponds to each value of ݌ in 
the range 1 ൏ ݌ ൏ 3 (as can be seen on the graph). Therefore values of ݌ in that 
range determine ݎ (and hence ܵሻ uniquely. 

B1 

  If 
ଷ

ସ
൏ ݌ ൏ 1 then there are two values of ݎ that satisfy 1 ൅ ݎ ൅ ଶݎ ൌ  .݌  

  Rearranging ܵ ൌ
ଵ

ଵି௥
 gives ݎ ൌ 1 െ

ଵ

ௌ
  M1 

 
Substituting: 

1 ൅ ቀ1 െ
ଵ

ௌ
ቁ ൅ ቀ1 െ

ଵ

ௌ
ቁ
ଶ
ൌ   ݌

M1 

  So 3 െ
ଷ

ௌ
൅

ଵ

ௌమ
ൌ and therefore ሺ3 ݌ െ ሻܵଶ݌ െ 3ܵ ൅ 1 ൌ 0   A1 AG 

     
(ii)  1 ൅ ݎ2 ൅ ଶݎ3 ≡ 3 ቀݎ ൅

ଵ

ଷ
ቁ
ଶ
൅

ଶ

ଷ
   M1 A1 

 
At ݎ ൌ െ1, 1 ൅ ݎ2 ൅ ଶݎ3 ൌ 2 
At ݎ ൌ 1, 1 ൅ ݎ2 ൅ ଶݎ3 ൌ 6 

B1 

  Therefore values of ݍ in the range 2 ൑ ݍ ൏ 6 determine  .and hence ܶ uniquely ,ݎ B1 

  If ݍ ൌ
ଶ

ଷ
 then the value of ݎ and hence ܶ is also determined uniquely.  B1 

     

  For 
ଶ

ଷ
൏ ݍ ൏ 2, there are two values of ݎ.  B1 

  ሺ1 െ ሻଶݎ ൌ
ଵ

்	
 , so ݎ ൌ 1 െ

ଵ

√்
  M1 

  Therefore ݍ ൌ 1 ൅ 2 ቀ1 െ
ଵ

√்
ቁ ൅ 3 ቀ1 െ

ଵ

√்
ቁ
ଶ
  A1 

  ݍ ൌ 6 െ
଼

√்
൅

ଷ

்
  and so ሺ6 െ ሻܶݍ ൅ 3 ൌ 8√ܶ  M1 

 
Squaring: 
ሺ6 െ ሻଶܶଶݍ ൅ 6ሺ6 െ ሻܶݍ ൅ 9 ൌ 64ܶ  
ሺ6 െ ሻଶܶଶݍ െ ሺ28 ൅ ሻܶݍ6 ൅ 9 ൌ 0

A1 
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Question 4 

B1  Correct shape (must include range |1>|ݎ). 
M1  Completing the square (or differentiating) to find minimum.

A1  Correct minimum point. 

B1   .intercept at (0,1)‐ݕ
B1  No intercept with ݔ‐axis. 
B1  Upper bound for ݌ justified. 
B1  Any valid explanation. 

M1  Rearrangement of the formula for S. 

M1  Substitution into the formula for p.

A1  Correct solution. 

Subtotal: 10

M1  Completing the square (or differentiation to find minimum) 

A1  Completion of square done correctly.

B1  Calculation of the value at the two endpoints. 

B1  Interval 2 ൑ ݍ ൏ 6 identified. 
B1  ݍ ൌ

ଶ

ଷ
 identified. 

Subtotal: 5

B1  Correct interval identified. 

M1  Rearrangement of the formula for T. 

A1  Substitution into the formula for q. 

M1  Simplification into a three term quadratic in √ܶ. 
A1  Quadratic in T found. 

Subtotal: 5
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Question 5 

  The width of the rectangle is ሺݏ െ  ሻݔ  
  The height of the rectangle is ݔ tan ߚ  
  Therefore the area is ݔሺݏ െ ሻݔ tan  ߚ B1 AG 

  The coordinates of ܴ must be ሺݏ, √ܽଶ െ  ଶሻݏ B1 

  The coordinates of Q must be ሺݔ, ݔ tan  ሻߚ  

  Therefore ݔ tan ߚ ൌ √ܽଶ െ  coordinate‐ݕ ଶ since both must have the sameݏ M1 

  So ݏଶ ൌ ܽଶ െ ଶݔ tanଶ ݏ ,ߚ ൌ ඥܽଶ െ ଶݔ tanଶ  ߚ A1 

     

  ݏ2
ௗ௦

ௗ௫
ൌ െ2ݔ tanଶ   ߚ M1 

 
ௗ஺

ௗ௫
ൌ ሺݏ െ ሻݔ tan ߚ ൅ ݔ ቀ

ௗ௦

ௗ௫
െ 1ቁ tan   ߚ M1 A1 

 
Substituting for 

ௗ௦

ௗ௫
: 

ௗ஺

ௗ௫
ൌ ሺݏ െ ሻݔ tan ߚ ൅ ݔ ቀെ

௫

௦
tanଶ ߚ െ 1ቁ tan   ߚ

M1 

 
ௗ஺

ௗ௫
ൌ ሺݏ െ ሻݔ2 tan ߚ െ

௫మ

௦
tanଷ   ߚ A1 AG 

     

  ALTERNATIVE (from ݏଶ ൌ ܽଶ െ ଶݔ tanଶ ݏ ,ߚ ൌ ඥܽଶ െ ଶݔ tanଶ  (ߚ  

  ܣ ൌ ݔ tan ߚ ඥܽଶ െ ଶݔ tanଶ ߚ െ ଶݔ tan   ߚ dM1 

 
ௗ஺

ௗ௫
ൌ tanߚ ඥܽଶ െ ଶݔ tanଶ ߚ െ ݔ2 tanߚ െ

௫ ୲ୟ୬ఉ൫ଶ௫ ୲ୟ୬మ ఉ൯

ଶඥ௔మି௫మ ୲ୟ୬మ ఉ
   M1 A1 

  Since ඥܽଶ െ ଶݔ tanଶ  ,ߚ
ௗ஺

ௗ௫
ൌ ሺݏ െ ሻݔ2 tan ߚ െ

௫మ

௦
tanଷ  ߚ M1 A1 

     

 
Stationary points when 

ሺݏ െ ሻݔ2 tan ߚ െ
௫మ

௦
tanଷ ߚ ൌ 0  

 

  ଶݏ െ ݏݔ2 െ ଶݔ tanଶ ߚ ൌ 0   M1 

 
By quadratic formula: 

ݏ ൌ ݔ ൅ ඥ1ݔ ൅ tanଶ ݏ since) ߚ ൐   (ݔ
M1 

  Therefore ݏ ൌ ሺ1ݔ ൅ sec  ሻߚ
M1 A1 
AG 

     

 
ଶݏ ൌ ଶሺ1ݔ ൅ sec   ሻଶߚ
ܽଶ െ ଶݔ tanଶ ߚ ൌ ଶሺ1ݔ ൅ sec ሻଶߚ

M1 

  ଶሺ1ݔ ൅ 2 sec ߚ ൅ secଶ ߚ ൅ tanଶ ሻߚ ൌ ܽଶ  
  ଶݔ2 sec ߚ ሺ1 ൅ sec ሻߚ ൌ ܽଶ   A1 
     
  ܣ ൌ ݔሺݔ sec ሻߚ tan   ߚ M1 

  ܣ ൌ
ଵ

ଶ
ܽଶ ቀ

୲ୟ୬ఉ

ଵାୱୣୡఉ
ቁ   A1 

  ൌ
ଵ

ଶ
ܽଶ ቀ

ୱ୧୬ఉ

ୡ୭ୱఉାଵ
ቁ    

  ൌ
ଵ

ଶ
ܽଶ ቆ

ଶୱ୧୬భ
మ
ఉ ୡ୭ୱభ

మ
ఉ

ଶ ୡ୭ୱమభ
మ
ఉିଵାଵ

ቇ   M1 

  ൌ
ଵ

ଶ
ܽଶ ቀtan

ଵ

ଶ
  ቁߚ A1 AG 

     

  tan ∠ܴܱܵ ൌ
௫ ୲ୟ୬ఉ

௫ሺଵାୱୣୡఉሻ
    

  tan ∠ܴܱܵ ൌ tan
ଵ

ଶ
ܱܴܵ∠ so ߚ ൌ

ଵ

ଶ
 ߚ B1 AG 
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Question 5 

B1  Clear explanation of the formula for the area of the rectangle. 

B1  Coordinates of R deduced (use of Pythagoras / radius of circle).

M1  Equating y‐coordinates for Q and R. 

A1  Expression for ݏ in terms of ܽ, ݔ and ߚ. 
M1  Differentiation to find 

ௗ௦

ௗ௫
 

M1  Differentiation of the expression for ܣ. 
A1  Correct differentiated expression. 

M1  Substitution for 
ௗ௦

ௗ௫
 

A1  Rearrangement to required form. 

ALTERNATIVE 

dM1  Substitution. 

M1  Differentiation with respect to ݔ (must either treat tan ߚ as constant or have an expression 

involving 
ௗఉ

ௗ௫
.) 

A1  Correct derivative. 

M1  Use of other formula. 

A1  Correctly deduced relationship. 

Subtotal: 9

M1  Use of 
ௗ௦

ௗ௫
ൌ 0. 

M1  Use of quadratic formula. 

M1  Use of 1 ൅ tanଶ ߚ ≡ secଶ  ߚ
A1  Correct value for ݏ	determined, including justification of which root of the quadratic. 

Subtotal: 4

M1  Attempt to eliminate ݏ from equation found in the first part of the question. 

A1  Correct relationship. 

M1  Substitution into the formula for the area. 

A1  Correct formula obtained. 

M1  Use of double angle formulae. 

A1  Correct expression for the area.

B1  Justification for the size of angle ROS. 

Subtotal: 7
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Question 6 

(i)  Suppose that ݂ሺݔሻ ൒ 0 for all values of ݔ in the interval. Then ׬ ݂ሺݔሻ
ଵ
଴ ݔ݀ ൐ 0 

(since ݂ሺݔሻ ് 0 for some value of ݔ in the interval). 
B1 

 
Similarly, if ݂ሺݔሻ ൑ 0 for all values of ݔ in the interval. Then ׬ ݂ሺݔሻ

ଵ
଴ ݔ݀ ൏ 0 

(since ݂ሺݔሻ ് 0 for some value of ݔ in the interval). 
 

 
Therefore if ׬ ݂ሺݔሻ

ଵ
଴ ݔ݀ ൌ 0, ݂ሺݔሻ must take both positive and negative values in 

the interval 0 ൑ ݔ ൑ 1. 
B1 

     

(ii)  ׬ ሺݔ െ ሻଶߙ
ଵ
଴ ݃ሺݔሻ݀ݔ ൌ ׬ ଶݔ

ଵ
଴ ݃ሺݔሻ݀ݔ െ ߙ2 ׬ ݔ

ଵ
଴ ݃ሺݔሻ݀ݔ ൅ ଶߙ ׬ ݃ሺݔሻ

ଵ
଴   ݔ݀ M1 

  ൌ ଶߙ െ ଶߙ2 ൅ ଶߙ ൌ 0   A1 

 
Since ׬ ݃ሺݔሻ

ଵ
଴ ݔ݀ ൌ 1, ݃ሺݔሻ must be non‐zero for some value of ݔ in the interval 

0 ൑ ݔ ൑ 1. 
M1 

 
Therefore, by (i), ݃ሺݔሻ takes both positive and negative values in the interval 
0 ൑ ݔ ൑ 1. 

M1 

  Therefore, ݃ሺݔሻ takes the value 0 at some point in the interval 0 ൑ ݔ ൑ 1.  A1 
     

 
If ݃ሺݔሻ ൌ ܽ ൅  :then ,ݔܾ

׬ ݃ሺݔሻ݀ݔ
ଵ
଴ ൌ ቂܽݔ ൅

ଵ

ଶ
ଶቃݔܾ

଴

ଵ
  

 

  Therefore, ܽ ൅
ଵ

ଶ
ܾ ൌ 1  B1 

  ׬ ݔሻ݀ݔሺ݃ݔ
ଵ
଴ ൌ ቂ

ଵ

ଶ
ଶݔܽ ൅

ଵ

ଷ
ଷቃݔܾ

଴

ଵ
    

  Therefore, 
ଵ

ଶ
ܽ ൅

ଵ

ଷ
ܾ ൌ  ߙ B1 

  ׬ ݔሻ݀ݔଶ݃ሺݔ
ଵ
଴ ൌ ቂ

ଵ

ଷ
ଷݔܽ ൅

ଵ

ସ
ସቃݔܾ

଴

ଵ
    

  Therefore, 
ଵ

ଷ
ܽ ൅

ଵ

ସ
ܾ ൌ  ଶߙ B1 

 
From the first two equations: 
ܽ ൌ 4 െ ܾ ,ߙ6 ൌ ߙ12 െ 6 

 

 
Substituting into the third equation: 
ଵ

ଷ
ሺ4 െ ሻߙ6 ൅

ଵ

ସ
ሺ12ߙ െ 6ሻ ൌ   ଶߙ

M1 

  ଶߙ െ ߙ ൅
ଵ

଺
ൌ 0    

  Therefore ߙ ൌ
ଷേ√ଷ

଺
  A1 

  So ݃ሺݔሻ ൌ 1 െ √3 ൅ ሻݔor ݃ሺ 3√ݔ2 ൌ 1 ൅ √3 െ  3√ݔ2 A1 

 
Therefore the values of ݃ሺ0ሻ and ݃ሺ1ሻ are 1 െ √3 and 1 ൅ √3 and so ݃ሺݔሻ ൌ 0 
for some value of ݔ in the interval 0 ൑ ݔ ൑ 1. 

E1 

     

(iii)  ׬ ݄′ሺݔሻ
ଵ
଴ ݔ݀ ൌ ݄ሺ1ሻ െ ݄ሺ0ሻ ൌ 1   B1 

 
׬ ሻݔሺ′݄ݔ
ଵ
଴ ݔ݀ ൌ ሾ݄ݔሺݔሻሿ଴

ଵ െ ׬ ݄ሺݔሻ
ଵ
଴   ݔ݀

So ׬ ሻݔሺ′݄ݔ
ଵ
଴ ݔ݀ ൌ 1 െ  ߚ

M1 A1 

 
׬ ሻݔଶ݄′ሺݔ
ଵ
଴ ݔ݀ ൌ ሾݔଶ݄ሺݔሻሿ଴

ଵ െ ׬2 ሻݔሺ݄ݔ
ଵ
଴   ݔ݀

So ׬ ሻݔଶ݄′ሺݔ
ଵ
଴ ݔ݀ ൌ 1 െ ሺ2ߚ െ ሻߚ ൌ ሺ1 െ  ሻଶߚ

M1 A1 

  Therefore, the conditions of (*) are met (݃ሺݔሻ ൌ ݄′ሺݔሻ, ߙ ൌ 1 െ  .(ߚ  
  Therefore ݄ᇱሺݔሻ ൌ 0 for some value of ݔ in the interval 0 ൑ ݔ ൑ 1.  B1 
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Question 6 

B1  Correct statement considering either ݂ሺݔሻ always positive or always negative. 
B1  Statement that corresponding result is true in the other case and conclusion of proof by 

contradiction. 

Subtotal: 2

M1  Expansion of ሺݔ െ  .ሻଶ and split of integralߙ
A1  Establish that the value of the integral is 0. 

M1  Identify one of the conditions required to apply the result from (i) 

M1  Apply result from (i) 

A1  Draw the required conclusion. 

Subtotal: 5

B1  Relationship between ܽ and ܾ. 
B1  Relationship between ܽ, ܾ and ߙ.
B1  Relationship between ܽ, ܾ	and ߙ. 
M1  Elimination of two of the variables. 

A1  Value of one of the variables found. 

A1  Correct choice of ݃ሺݔሻ. 
B1  Verification that there is a root in the interval. 

Subtotal: 7

B1  Confirm that first condition is satisfied. 

M1  Use of integration by parts. 

A1  Confirm that second condition is satisfied. 

M1  Use of integration by parts. 

A1  Confirm that the third condition is satisfied.

B1  Apply the previous result to draw the conclusion. 

Subtotal: 6
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Question 7 

(i)  |ܣܥ| is an isosceles triangle, with ܣܯܥ ൌ ܾ and |ܯܥ| ൌ  |ܯܣ|  
  Angle ܣܯܥ ൌ 120°  B1 
  ܾଶ ൌ ଶ|ܯܥ|2 െ ଶ|ܯܥ|2 cos 120 M1 

  ଶ|ܯܥ| ൌ
௕మ

ଷ
    

  |ܯܥ| ൌ
௕

√ଷ
   A1 AG 

  |ܮܥ| ൌ
௔

√ଷ
   B1 

     
(ii)  ଶ|ܯܮ| ൌ ଶ|ܯܥ| ൅ ଶ|ܮܥ| െ |ܮܥ||ܯܥ|2 cos   ܯܥܮ∠

ଶ|ܯܮ| ൌ
௔మ

ଷ
൅

௕మ

ଷ
െ

ଶ௔௕

ଷ
cos   ܯܥܮ∠

M1 

 
ଶ|ܤܣ| ൌ ଶ|ܥܤ| ൅ ଶ|ܣܥ| െ |ܣܥ||ܥܤ|2 cos   ܤܥܣ∠
ܿଶ ൌ ܽଶ ൅ ܾଶ െ 2ܾܽ cos∠ܤܥܣ

M1 

  ܯܥܮ∠ ൌ ܤܥܣ∠ ൅ 60°   M1 

  Therefore cos ܯܥܮ∠ ൌ
ଵ

ଶ
cos ܤܥܣ∠ െ √ଷ

ଶ
sin∠ܤܥܣ  M1 

  ଶ|ܯܮ| ൌ
௔మ

ଷ
൅

௕మ

ଷ
െ

௔௕

ଷ
ሺcos ܤܥܣ∠ െ √3 sin∠ܤܥܣሻ   M1 

  ଶ|ܯܮ| ൌ
௔మ

ଷ
൅

௕మ

ଷ
൅

ଵ

଺
ܿଶ െ

ଵ

଺
ܽଶ െ

ଵ

଺
ܾଶ ൅

௔௕√ଷ

ଷ
sin   ܤܥܣ∠  

  ଶ|ܯܮ|6 ൌ ܽଶ ൅ ܾଶ ൅ ܿଶ ൅ 4√3∆  
M1 A1 
AG 

 
A similar argument will show that 6|ܰܯ|ଶ ൌ ଶ|ܮܰ|6 ൌ ܽଶ ൅ ܾଶ ൅ ܿଶ ൅ 4√3∆, so 
 .is an equilateral triangle ܰܯܮ

B1 

  The area of ܰܯܮ is 
√ଷ

ସ
 ଶ|ܯܮ|  

  If ܽଶ ൅ ܾଶ ൅ ܿଶ ൌ 4√3∆, then the area of ܰܯܮ is 
√ଷ

ସ
ൈ

ସ√ଷ

ଷ
∆ൌ ∆  B1 

 
If the area of ܰܯܮ is equal to the area of ܥܤܣ: 
√ଷ

ଶସ
൫ܽଶ ൅ ܾଶ ൅ ܿଶ ൅ 4√3∆൯ ൌ ∆  

 

  √3ሺܽଶ ൅ ܾଶ ൅ ܿଶሻ ൅ 12∆ൌ 24∆  

  ܽଶ ൅ ܾଶ ൅ ܿଶ ൌ 4√3∆   B1 

     
(iii)  If ሺܽ െ ܾሻଶ ൌ െ2ܾܽሺ1 െ cosሺܥ െ 60°ሻሻ, then 

ܽଶ െ 2ܾܽ ൅ ܾଶ ൌ െ2ܾܽ ൅ 2ܾܽ cosሺܥ െ 60°ሻ
 

  ܽଶ ൅ ܾଶ ൌ ܾܽ cos ܥ ൅ ܾܽ√3 sin ܥ M1 

  ∆ൌ
ଵ

ଶ
ܾܽ sin and by the cosine rule ܿଶ ,ܥ ൌ ܽଶ ൅ ܾଶ െ 2ܾܽ cos  ܥ M1 

  ܽଶ ൅ ܾଶ ൌ
ଵ

ଶ
ሺܽଶ ൅ ܾଶ െ ܿଶሻ ൅ 2√3∆   A1 

  All steps are reversible, so the conditions are equivalent.  B1 
     

 
The areas of the triangles are equal if and only if ܽଶ ൅ ܾଶ ൅ ܿଶ ൌ 4√3∆, which is 
equivalent to ሺܽ െ ܾሻଶ ൌ െ2ܾܽሺ1 െ cosሺܥ െ 60°ሻሻ. 

 

 
Since ሺܽ െ ܾሻଶ ൒ 0 and െ2ܾܽሺ1 െ cosሺܥ െ 60°ሻሻ ൑ 0 this can only be satisfied if 
both sides are equal to 0. 

M1 

 
Therefore ܽ ൌ ܾ and cosሺܥ െ 60°ሻ ൌ 1, so ܥ ൌ 60°. 
So ܥܤܣ is an equilateral triangle. 

A1 
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Question 7 

B1  Value of angle ܣܯܥ. 
M1  Use of cosine rule for triangle ܣܯܥ.
A1  Correct value reached. 

B1  Correct value stated. 

Subtotal: 4

M1  Application of cosine rule to triangle ܯܮܥ.

M1  Application of cosine rule to triangle ܥܤܣ. 
M1  Relationship between angles ܯܥܮ and ܤܥܣ. 
M1  Application of cosሺܣ ൅ ሻܤ ≡ cos ܣ cosܤ െ sinܣ sinܤ.
M1  Combination of the previous results. 

M1  Use of ∆ൌ
ଵ

ଶ
ܾܽ sin  ܥ

A1  Fully correct solution. 

B1  Deduction that the triangle is equilateral. 

B1  Justification that the condition implies that the areas are equal.

B1  Justification that the areas being equal implies that the condition holds. 

Subtotal: 10

M1  Expansion and rearrangement.

M1  Use of area of triangle and cosine rule.

A1  Fully correct justification. 

B1  Clear indication that the reasoning applies both ways. 

M1  Observation that inequality can only be satisfied in this case if both sides are 0. 

A1  Clear explanation that this implies that the triangle is equilateral. 

Subtotal:6 
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Question 8 

  Check ݊ ൌ 1: ܽଵ
ଶ ൅ 2ܽଵܾଵ െ ܾଵ

ଶ ൌ 1ଶ ൅ 2ሺ1ሻሺ2ሻ െ 2ଶ ൌ 1  B1 

 
Assume that the result is true for ݊ ൌ ݇: 

ܽ௞
ଶ ൅ 2ܽ௞ܾ௞ െ ܾ௞

ଶ ൌ 1 
 

 
ܽ௞ାଵ
ଶ ൅ 2ܽ௞ାଵܾ௞ାଵ െ ܾ௞ାଵ

ଶ

ൌ ሺܽ௞ ൅ 2ܾ௞ሻଶ ൅ 2ሺܽ௞ ൅ 2ܾ௞ሻሺ2ܽ௞ ൅ 5ܾ௞ሻ െ ሺ2ܽ௞ ൅ 5ܾ௞ሻଶ 
M1 A1 

  ൌ ܽ௞
ଶ ൅ 2ܽ௞ܾ௞ െ ܾ௞

ଶ ൌ 1  
  Therefore, by induction, ܽ௡ଶ ൅ 2ܽ௡ܾ௡ െ ܾ௡ଶ ൌ 1 for all ݊ ൒ 1  B1 
     
(i)  From the definitions of the sequences ܽ௡ ൐ 0 and ܾ௡ ൐ 0 for all ݊  B1 
  ܾଵ ൌ 2 ൒ 2 ൈ 5ଵିଵ, so ܾ௡ ൒ 2 ൈ 5௡ିଵ is true in the case ݊ ൌ 1.  B1 

  Assume that ܾ௞ ൒ 2 ൈ 5௞ିଵ for some value ݇.   

  Then ܾ௞ାଵ ൌ 2ܽ௞ ൅ 5ܾ௞ ൒ 2 ൈ 5௞   M1 A1 

  Therefore , by induction, ܾ௡ ൒ 2 ൈ 5௡ିଵ for all ݊ ൒ 1  B1 
     
  ALTERNATIVE   
  ܽ௡ ൒ 0	for all ݔ ൒ 1	  B1 
  ܾଵ ൌ 2, ܾ௡ ൌ 2ܽ௡ିଵ ൅ 5ܾ௡ିଵ ൒ 5ܾ௡ିଵ ൒ 5ଶܾ௡ିଶ ൒ ⋯ ൒ 5௡ିଵܾଵ  M1 A1 
  ܾ௡ ൒ 2ሺ5௡ିଵሻ B2 
     

  From (*): ܿ௡ଶ ൅ 2ܿ௡ െ 1 ൌ ቀ
ଵ

௕೙
ቁ
ଶ
  B1 

  Therefore, as ݊ → ∞, ܿ௡ approaches a root of ݔଶ ൅ ݔ2 െ 1 ൌ 0  M1 

  The roots of ݔଶ ൅ ݔ2 െ 1 ൌ 0 are െ1 േ √2  A1 

  Since ܿ௡ ൐ 0, ܿ௡ → √2 െ 1 as ݊ → ∞.  A1 

     

(ii)  ܿ௡ାଵ ൌ
௔೙శభ
௕೙శభ

ൌ
௔೙ାଶ௕೙
ଶ௔೙ାହ௕೙

   M1 

  Therefore ܿ௡ାଵ െ ܿ௡ ൌ
௔೙ାଶ௕೙
ଶ௔೙ାହ௕೙

െ
௔೙
௕೙
ൌ

ିଶ௔೙మିସ௔೙௕೙ାଶ௕೙మ

ሺଶ௔೙ାହ௕೙ሻ௕೙
   

  ܿ௡ାଵ െ ܿ௡ ൌ
ିଶ

ሺଶ௔೙ାହ௕೙ሻ௕೙
൏ 0   M1 

  Therefore the sequence ܿ௡ is decreasing. A1 

  Therefore ܿ௡ ൐ √2 െ 1.  A1 AG 

  ܿ௡ ൅ 1 ൐ √2 and so 
ଶ

௖೙ାଵ
൏ √2 ൏ ܿ௡ ൅ 1  A1 AG 

     

  ALTERNATIVE FOR ࢔ࢉ ൐ √૛ െ ૚   

  ܿ௡ ൌ െ1 ൅ ට2 ൅
ଵ

௕೙
మ   M1 A1 

  ܾ௡ ൐ 0   B1 

  ܿ௡ ൐ √2 െ 1   A1 

     

  ܽଵ ൌ 1 and ܾଵ ൌ 2, so ܿଵ ൌ
ଵ

ଶ
   

  ܽଶ ൌ 5 and ܾଶ ൌ 12, so ܿଶ ൌ
ହ

ଵଶ
   

  ܽଷ ൌ 29 and ܾଷ ൌ 70, so ܿଷ ൌ
ଶଽ

଻଴
  M1 

  Therefore 
ଶ

మవ
ళబ
ାଵ
൏ √2 ൏

ଶଽ

଻଴
൅ 1   

 
ଵସ଴

ଽଽ
൏ √2 ൏

ଽଽ

଻଴
   A1 
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Question 8 

B1  Check the case ݊ ൌ 1 
M1  Attempt to relate the case ݊ ൌ ݇ ൅ 1 to the case ݊ ൌ ݇
A1  Deduce that the result holds in the case ݊ ൌ ݇ ൅ 1 if it holds in the case ݊ ൌ ݇ 
B1  Conclusion of proof by induction. 

Subtotal: 4

B1  Observe that all values in both sequences are positive.

B1  Check the case ݊ ൌ 1 
M1  Attempt to relate the case ݊ ൌ ݇ ൅ 1 to the case ݊ ൌ ݇ 
A1  Deduce that the result holds in the case ݊ ൌ ݇ ൅ 1 if it holds in the case ݊ ൌ ݇ 
B1  Conclusion of proof by induction. 

ALTERNATIVE 

B1  Observe that all values of ܽ௡ are positive. 
M1  Inequality between consecutive values for ܾ௡
A1  Repeated application of inequality. 

B2  Conclusion clearly justified. 

Subtotal: 5

B1  Deduce formula satisfied by ܿ௡
M1  Find equation satisfied by limit of sequence. 

A1  Solve quadratic. 

A1  Justify choice of positive root. 

Subtotal: 4

M1  Write ܿ௡ାଵ in terms of ܽ௡ and ܾ௡ 
M1  Find expression for ܿ௡ାଵ െ ܿ௡ 
A1  Conclude that the sequence is decreasing.

A1  Explain why this shows that ܿ௡ ൐ √2 െ 1 
ALTERNATIVE 

M1  Solution of quadratic. 

A1  Choice of positive square root. 

A1  Observe that ܾ௡ ൐ 0 
A1  Clear explanation that ܿ௡ ൐ √2 െ 1 
   

A1  Conclude required inequality 

M1  Calculate ܿଷ 
A1  Deduce required inequality. 

Subtotal: 7
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Question 9 

(i)  Horizontal speed = ݑ cos  therefore the particle passes through P after ,ߙ
ௗ

௨ ୡ୭ୱఈ
 

seconds. 
M1 A1 

 

Vertically: 
Initial speed = ݑ sin acceleration ൌ ,ߙ െ݃, displacement ൌ ݀ tanߚ. 

݀ tanߚ ൌ ݑ sin ߙ ቀ
ௗ

௨ ୡ୭ୱఈ
ቁ െ

ଵ

ଶ
݃ ቀ

ௗ

௨ ୡ୭ୱఈ
ቁ
ଶ
  

M1 A1 

  ݀ tanߚ ൌ ݀ tan ߙ െ
ௗమ௚

ଶ௨మ
secଶ   ߙ  

  ଶݑ ൌ
ௗ௚ ୱୣୡమ ఈ

ଶሺ୲ୟ୬ఈି୲ୟ୬ఉሻ
    

   will be as small as possible at a point where ݑ
ௗ௨

ௗఈ
ൌ 0:   

  ݑ2
ௗ௨

ௗఈ
ൌ

ଶሺ୲ୟ୬ఈି୲ୟ୬ఉሻ൫ଶௗ௚ ୱୣୡమ ఈ ୲ୟ୬ఈ൯ିௗ௚ ୱୣୡమ ఈ൫ଶ ୱୣୡమ ఈ൯

ସሺ୲ୟ୬ఈି୲ୟ୬ఉሻమ
  

M1 M1 
A1 

  ݑ2
ௗ௨

ௗఈ
ൌ

ଶௗ௚ ୱୣୡమ ఈሺሺ୲ୟ୬ఈି୲ୟ୬ఉሻሺଶ ୲ୟ୬ఈሻିୱୣୡమ ఈሻ

ସሺ୲ୟ୬ఈି୲ୟ୬ఉሻమ
    

  Therefore 
ௗ௨

ௗఈ
ൌ 0 if ሺtan ߙ െ tanߚሻሺ2 tan ሻߙ െ secଶ ߙ ൌ 0   

  ሺtan ߙ െ tan ሻሺ2ߚ tan ሻߙ െ tanଶ ߙ െ 1 ൌ 0 M1 
  tanଶ ߙ െ 2 tan ߙ tan ߚ െ 1 ൌ 0  

  So tan ߚ ൌ ୲ୟ୬మ ఈିଵ

ଶ ୲ୟ୬ఈ
 and tan ߙ െ tanߚ ൌ

୲ୟ୬మ ఈାଵ

ଶ ୲ୟ୬ఈ
ൌ

ୱୣୡమ ఈ

ଶ ୲ୟ୬ఈ
  A1 

  Therefore ݑଶ ൌ
ௗ௚ ୱୣୡమ ఈ

ଶ൬౩౛ౙ
మ ഀ

మ ౪౗౤ഀ
൰
ൌ ݀݃ tan  ߙ M1 A1 

AG 

  tan ߚ ൌ
ିଵ

୲ୟ୬ ଶఈ
ൌ െ cot   	ߙ2 M1 

 

The graph of ݕ ൌ െcot ݕ is a translation of the graph of ݔ ൌ tan  by 90ሺ°ሻ ݔ
horizontally. 
  .ߚ must be greater than ߙ
Therefore 2ߙ ൌ ߚ ൅ 90° 

M1 A1 
AG 

     
(ii)  When the particle passes through P: 

Horizontal velocity is ݑ cos  ߙ
 

  Vertical velocity is ݑ sin ߙ െ ௚ௗ

௨ ୡ୭ୱఈ
  B1 

 
Therefore if the angle to the horizontal is ߛ, then 

 tan ߛ ൌ
௨ୱ୧୬ఈି

೒೏
ೠౙ౥౩ഀ

௨ ୡ୭ୱఈ
ൌ tan ߙ െ

௚ௗ

௨మ
secଶ  ߙ

M1 A1 

  Since ݑଶ ൌ ݃݀ tan tan :ߙ ߙ tan ߛ ൌ tanଶ ߙ െ secଶ ߙ ൌ െ1  M1 A1 

  Therefore ߛ ൌ ߙ െ 90° (or ሺ90 െ  .(ሻ° below the horizontalߙ A1 
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Question 9 

M1  Use of constant horizontal velocity to determine time passing through P. 

A1  Correct expression for time. 

M1  Uniform acceleration formula. 

A1  Correct equation. 

M1  Attempt to differentiate either ݑ or ݑଶ with respect to ߙ 
M1  Application of quotient rule. 

A1  Correctly differentiated. 

M1  Set derivative equal to 0. 

A1  Rearrange to get formula for tan  ߚ
M1  Substitute to get expression for ݑଶ 
A1  Fully correct justification. 

M1  Observe relationship between tan and cot ߚ  ߙ2
M1  Reference to the relationship between the two functions. 

A1  Correct relationship, fully justified. 

Subtotal: 14

B1  Calculation of vertical velocity through P (must be in terms of ߙ) 
M1  Division of two velocities to get tan of required angle. 

A1  Simplified form. 

M1  Substitution of result from part (i)

A1  tan ߙ tan ߛ ൌ െ1	  
A1  Removal of tan functions. 

Subtotal: 6
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Question 10 

(i)  Conservation of momentum: 
ݑ݉ ൌ ݒ݉ ൅   ଵݑ݉ߣ

B1 

 
Law of Restitution: 
ଵݑ െ ݒ ൌ   ݑ݁

B1 

 
Eliminating ݒ: 
ଵݑ െ ሺݑ െ ଵሻݑߣ ൌ   ݑ݁

M1 

  ଵሺ1ݑ ൅ ሻߣ ൌ ሺ1 ൅ ݁ሻݑ    

  ଵݑ ൌ
ଵା௘

ଵାఒ
  ݑ A1 AG 

 
For the first collision with particle ݊ (݊ ൐ 1ሻ: 
௡ିଵݑ௡ିଵ݉ߣ ൌ ௡ିଵݒ௡ିଵ݉ߣ ൅   ௡ݑ௡݉ߣ
௡ିଵݑ ൌ ௡ିଵݒ ൅   ௡ݑߣ

M1 A1 

  ௡ݑ െ ௡ିଵݒ ൌ   ௡ିଵݑ݁  

 
Eliminating ݒ௡ିଵ: 
௡ିଵݑ ൌ ௡ݑ െ ௡ିଵݑ݁ ൅   ௡ݑߣ

 

  ሺ1 ൅ ݁ሻݑ௡ିଵ ൌ ௡ሺ1ݑ ൅   ሻߣ  

  Therefore ݑ௡ ൌ ቀଵା௘
ଵାఒ

ቁ
௡
 ݑ A1 

  ௡ିଵݒ ൌ ቀଵା௘
ଵାఒ

ቁ
௡ିଵ

ݑ െ ߣ ቀ
ଵା௘

ଵାఒ
ቁ
௡
  ݑ M1 

 
ൌ ቀ

ଵା௘

ଵାఒ
ቁ
௡ିଵ

ݑ ቀ1 െ
ఒሺଵା௘ሻ

ଵାఒ
ቁ  

ൌ ቀ
ଵି௘ఒ

ଵାఒ
ቁ ቀ

ଵା௘

ଵାఒ
ቁ
௡ିଵ

  ݑ
M1  

  So ݒ௡ ൌ ቀ
ଵି௘ఒ

ଵାఒ
ቁ ቀ

ଵା௘

ଵାఒ
ቁ
௡
 ݑ A1 

     
(ii)  If ݁ ൐ then ቀ ߣ

ଵା௘

ଵାఒ
ቁ ൐ 1, so ݒ௞ାଵ ൐  ௞ for every choice of ݇ and so there cannotݒ

be any subsequent collisions. 

M1 M1 
A1 

     
(iii)  If ݁ ൌ  .then all particles will have the same velocity after their second collision ߣ

௡ݒ ൌ ሺ1 െ ݁ሻݑ
M1 A1 

 
The Kinetic Energies of the particles after their second collisions will form a 

geometric series with first term 
ଵ

ଶ
݉ሺ1 െ ݁ሻଶݑଶ and common ratio ݁. 

M1 

  Therefore the sum will approach 
భ
మ
௠ሺଵି௘ሻమ௨మ

ଵି௘
ൌ

ଵ

ଶ
݉ሺ1 െ ݁ሻݑଶ  A1 

  The initial KE was 
ଵ

ଶ
 .݁ ଶ, so the fraction that has been lost approachesݑ݉ A1 AG 

     
(iv)  If ݁ߣ ൌ 1 then all particles stop after their second collision.  B1 
  All of the energy is lost eventually in this case.  B1 
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Question 10 

B1  Correct equation. 

B1  Correct equation. 

M1  Attempt to eliminate ݒ 
A1  Reach given equation correctly. 

M1  Consideration of conservation of momentum for ݊௧௛ collision. 
A1  Simplified form. 

A1  Correct equation for ݑ௡ 
M1  Substitution to find ݒ௡ିଵ 
M1  Simplification. 

A1  Adjustment to get ݒ௡ 
Subtotal: 10

M1 
ቀ
ଵା௘

ଵାఒ
ቁ ൐ 1    

M1  Relationship between velocities.

A1  Clear explanation why this implies no further collisions. 

Subtotal: 3

M1  Comment that all velocities will be equal. 

A1  Correct common velocity stated.

M1  Identify that the KEs will form a geometric series. 

A1  Sum to infinity. 

A1  Clear justification that fraction of KE lost approaches ݁
Subtotal: 5

B1  Observation that all particles stop. 

B1  All KE lost (fraction lost = 1) 

Subtotal: 2

 

 

  

25



Question 11 

 
Forces at A: 
Reaction force ܴ஺ (perpendicular to the slope) 
Frictional force ܨ஺ (parallel to slope, towards O) 

B1 

 
Forces at B: 
Reaction force ܴ஻ (parallel to slope) 
Frictional force ܨ஻ (perpendicular to slope, away from O) 

B1 

 
Since equilibrium is limiting at both A and B: 
஺ܨ ൌ ܴ஺ tan ஻ܨ and ߛ ൌ ܴ஻ tan  ߛ

B1 

 
Resolving parallel to the slope: 
ܴ஺ tan ߛ ൅ܹ sin ߙ ൌ ܴ஻  

M1 A1 

 
Resolving perpendicular to the slope: 
ܹ cos ߙ ൌ ܴ஺ ൅ ܴ஻ tan   ߛ

M1 A1 

 

Eliminating ܹ: 
ܹ sinߙ cos ߙ ൌ ܴ஻ cos ߙ െ ܴ஺ tan ߛ cos ߙ ൌ ܴ஺ sin ߙ ൅ ܴ஻ tan ߛ sin   ߙ
ܴ஺ tan ߙ ൅ ܴ஻ tan ߙ tan ߛ ൌ ܴ஻ െ ܴ஺ tan   ߛ
ܴ஺ ൌ

ଵି୲ୟ୬ఈ ୲ୟ୬ఊ

୲ୟ୬ఈା୲ୟ୬ ఊ
	ܴ஻, so ܴ஻ ൌ tanሺߙ ൅ ሻߛ ܴ஺ 

M1 
M1 
M1 
A1 

 
Taking moments about the centre of the rod: 
ܮ cos ߚ ܴ஻ ൅ ܮ sin ߚ ܴ஻ tan ߛ ൅ ܮ cos ߚ ܴ஺ tan ߛ ൌ ܮ sinߚ ܴ஺

M1 M1 
A1 

  So ܴ஻ ൅ ܴ஻ tanߚ tan ߛ ൅ ܴ஺ tan ߛ ൌ ܴ஺ tan  ߚ M1 M1 
     

 
Therefore: 
tanሺߙ ൅ ሻߛ ൅ tanሺߙ ൅ ሻߛ tan ߚ tan ߛ ൅ tan ߛ ൌ tanߚ

M1 

  tan ߚ ൌ
୲ୟ୬ሺఈାఊሻା୲ୟ୬ ఊ

ଵି୲ୟ୬ሺఈାఊሻ ୲ୟ୬ ఊ
ൌ tanሺߙ ൅   ሻߛ2 M1 

  Therefore ߚ ൌ ߙ ൅ ߛ2 ൅  ߨ݊ M1 
  Since ߙ ൏ ߚ ,is acute ߚ and ߚ ൌ ߙ ൅  .ߛ2 A1 AG 
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Question 11 

B1  Identification of the forces at A (may be implied by later work). 

B1  Identification of the forces at B (may be implied by later work).

B1  Use of limiting equilibrium at both points. 

M1  Resolve parallel to slope. 

A1  All correct. 

M1  Resolve perpendicular to slope.

A1  All correct. 

M1  Elimination of any one variable from equations. 

M1  Manipulation of trigonometric functions (may occur later in solution).

M1  Use of tanሺܣ ൅  .ሻ (or equivalent) formula (may occur later in solution)ܤ

A1  Correct relationship between two reaction forces. 

M1  Take moments about centre of rod (at least 2 correct) 

M1  Moments about centre of rod (at least 3 correct)

A1  Fully correct. 

M1  Cancel ܮ from the equation. 

M1  Apply tan ߠ ൌ
ୱ୧୬ఏ

ୡ୭ୱఏ
 

M1  Eliminate so that ܹ, ܴ஺ and ܴ஻ are not present in the equation. 

M1  Rearrange to apply tanሺܣ ൅  .ሻ formulaܤ

M1  Full solutions to tan equation just reached. 

A1  Deduce relationship between ߚ ,ߙ and ߛ, explaining why it can’t be any of the others. 
Subtotal: 20
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Question 12 

(i)  The probability that any one participant will choose the correct number is 
ଵ

ே
. 

Therefore, ܲሺܰ݋	ݐ݊ܽ݌݅ܿ݅ݐݎܽ݌ ݏ݇ܿ݅݌ ݄݁ݐ ݃݊݅݊݊݅ݓ ሻݐ݁݇ܿ݅ݐ ൌ ቀ1 െ
ଵ

ே
ቁ
ே
 

M1 A1 

  The expected amount that will need to be paid in prizes is ൬1 െ ቀ1 െ ଵ

ே
ቁ
ே
൰  .ܬ M1 

  Therefore the expected profit is ܰܿ െ ൬1 െ ቀ1 െ
ଵ

ே
ቁ
ே
൰  .ܬ A1 

  Therefore the expected profit is approximately ܰܿ െ ቀ1 െ
ଵ

௘
ቁ  ܬ A1 

 
If 2ܰܿ ൌ then the expected profit is ቀ ܬ

ଵ

ଶ
െ 1 ൅

ଵ

௘
ቁ ܬ ൏ 0, therefore the organizer 

will expect to make a loss. 
A1 AG 

     
(ii)  The probability of picking a number between 1 and N is  

ܰߛ  ൈ
௔

ே
൅ ሺ1 െ ሻܰߛ ൈ

௕

ே
ൌ 1 

M1 

  ߛܽ ൅ ܾ െ ߛܾ ൌ 1   A1 

 
If the number that is drawn is popular then the probability that no participant 

will choose it is ቀ1 െ
௔

ே
ቁ
ே
 

 

 
If the number that is drawn is not popular then the probability that no 

participant will choose it is ቀ1 െ
௕

ே
ቁ
ே
 

B1 

 
The probability that no participant chooses the winning number is therefore: 

ߛ ቀ1 െ
௔

ே
ቁ
ே
൅ ሺ1 െ ሻߛ ቀ1 െ

௕

ே
ቁ
ே
  

M1 A1 

 
The expected profit is therefore 

 ܰܿ െ ൬1 െ ߛ	 ቀ1 െ
௔

ே
ቁ
ே
െ ሺ1 െ ሻߛ ቀ1 െ

௕

ே
ቁ
ே
൰  ܬ

A1 

 
which can be approximated to 

ܰܿ െ ൫1 െ ௔ି݁ߛ	 െ ሺ1 െ ܬሻ݁ି௕൯ߛ ൌ ௔ି݁ܬߛ ൅ ሺ1 െ ௕ି݁ܬሻߛ ൅ ܰܿ െ   ܬ
M1 A1 

     

  If ߛ ൌ
ଵ

଼
, then 

௔

଼
൅

଻௕

଼
ൌ 1. If ܽ ൌ 9ܾ, then ܾ ൌ

ଵ

ଶ
  M1 

  ܽ ൌ
ଽ

ଶ
   A1 

 
If 2ܰܿ ൌ  :then the profit will be ,ܬ
ே௖

ସ
݁ି

వ
మ ൅

଻ே௖

ସ
݁ି

భ
మ െ ܰܿ ൌ

ே௖

ସ
ቀ݁ି

వ
మ ൅ 7݁ି

భ
మ െ 4ቁ  

M1 

  ݁ି
వ
మ ൅ 7݁ି

భ
మ െ 4 ൌ ݁ି

భ
మሺ݁ିସ ൅ 7ሻ െ 4 ൐

଻√ଷ

ଷ
െ 4, since ݁ ൏ 3  M1 

  ቀ
଻√ଷ

ଷ
ቁ
ଶ
ൌ

ଵସ଻

ଽ
൐ 16, so 

଻√ଷ

ଷ
െ 4 ൐ 0, meaning that the organiser will expect to 

make a profit. 
M1 A1 
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Question 12 

M1  Identification of the probability of choosing the winning number. 

A1  Correct probability that no participant chooses the winning number.

M1  Expected amount to be paid out. 

A1  Correct expected profit. 

A1  Use of approximation. 

A1  Justification that organizer will expect to make a loss.

Subtotal: 6

M1  Consideration of probability that the number chosen is between 1 and ܰ. 
A1  Correct relationship. 

B1  Correct probabilities of no winner for both cases. 

M1  Find probability that no participant chooses a winning ticket. 

A1  Correct probability. 

A1  Correct expected profit. 

M1  Use of approximation. 

A1  Simplification to required form. 

Subtotal: 8

M1  Substitution and attempt to solve simultaneous equations.

A1  Values of a and b correct. 

M1  Profit calculated in the case 2ܰܿ ൌ  ܬ
M1  Rearranged and use of ݁ ൏ 3 
M1  Attempt to show that the expected profit is positive.

A1  Fully clear explanation. 

Subtotal: 6
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Question 13 

  ଵݏ ൌ 0   B1 

 
If the ݎ௧௛ slice is to be used to make toast then either  

the ሺݎ െ 1ሻ௧௛ slice was used as the second slice for a sandwich (probability ݏ௥ିଵ) 
the ሺݎ െ 1ሻ௧௛ slice was used for toast (probability ݐ௥ିଵ) 

M1 

 
The probability that the next slice is used for toast is ݌. 
Therefore ݐ௥ ൌ ሺݏ௥ିଵ ൅  ݌௥ିଵሻݐ

A1 

 
The ݎ௧௛  slice being the second slice for a sandwich is equivalent to the ሺݎ െ 1ሻ௧௛  
slice being the first slice for a sandwich, so the probability that the ሺݎ െ 1ሻ௧௛  slice 
is the first slice for a sandwich is also ݏ௥  

M1 M1 

 
Since there are only three possibilities for the use of a slice, ݏ௥ିଵ ൅ ௥ିଵݐ ൅ ௥ݏ ൌ 1 
and so ݏ௥ ൌ 1 െ ሺݏ௥ିଵ ൅   ௥ିଵሻݐ

A1 

 
Valid for ݎ ൒ 2 as the reasoning only refers to the previous slice. 
Formula for ݐ௥  is not valid for ݎ ൌ ݊ as the final slice must be toast. 

B1 

     
  ௥ିଵݏ ൅ ௥ିଵݐ ൌ 1 െ ௥ݐ ௥, soݏ ൌ ሺ1݌ െ  ௥ሻݏ M1 

  Therefore ݏ௥ ൌ 1 െ ൫ݏ௥ିଵ ൅ ሺ1݌ െ  ௥ିଵሻ൯ݏ M1 

  ௥ݏ ൌ 1 െ ௥ିଵݏ െ ሺ1݌ െ ௥ିଵሻݏ ൌ ሺ1 െ ሻሺ1݌ െ   ௥ିଵሻݏ  

  ௥ݏ ൌ ሺ1ݍ െ   ௥ିଵሻݏ A1 

     

  ଵݏ ൌ
௤ାሺି௤ሻ

ଵା௤
ൌ 0, which is correct.  B1 

  Assume that ݏ௞ ൌ
௤ାሺି௤ሻೖ

ଵା௤
   

  Then ݏ௞ାଵ ൌ ݍ ቀ1 െ
௤ାሺି௤ሻೖ

ଵା௤
ቁ  M1 

  ௞ାଵݏ ൌ ݍ ቀ
ଵା௤ି௤ିሺି௤ሻೖ

ଵା௤
ቁ ൌ

௤ାሺି௤ሻೖశభ

ଵା௤
   A1 

  Therefore, by induction, ݏ௥ ൌ
௤ାሺି௤ሻೝ

ଵା௤
 for 1 ൑ ݎ ൑ ݊ െ 1  B1 

  ௥ݏ݌ ൌ ݌ െ ௥ݐ     M1 

  Therefore ݐ௥ ൌ ݌ െ ݌ ቀ
௤ାሺି௤ሻೝ

ଵା௤
ቁ for 1 ൑ ݎ ൑ ݊ െ 1  A1 

     

  ௡ݏ ൌ 1 െ ቆ
௤ାሺି௤ሻ೙షభ

ଵା௤
൅ ݌ െ ݌ ቀ

௤ାሺି௤ሻ೙షభ

ଵା௤
ቁቇ   M1 

  ௡ݏ ൌ 1 െ ݌ െ ሺ1 െ ቀ	ሻ݌
௤ାሺି௤ሻ೙షభ

ଵା௤
ቁ    

  ௡ݏ ൌ
௤ሺଵା௤ሻି௤൫௤ାሺି௤ሻ೙షభ൯

ଵା௤
ൌ

௤ାሺି௤ሻ೙

ଵା௤
   A1 

 
Since the last slice must either be the second slice of a sandwich or toast: 

௡ݐ ൌ 1 െ
௤ାሺି௤ሻ೙

ଵା௤
ൌ

ଵିሺି௤ሻ೙

ଵା௤
  

M1 A1 
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Question 13 

B1  Correct value. 

M1  Identification of the two possibilities.

A1  Clear justification of the equation. 

M1  Identification of the probability that it is the first slice of a sandwich. 

M1  Identification of the three possibilities in general. 

A1  Clear justification of the equation.

B1  Clear justification of the ranges for which the equations are valid. 

Subtotal: 7

M1  Rearrangement. 

M1  Substitution. 

A1  Correct equation. 

B1  Check first case. 

M1  Relate case ݇ ൅ 1 to case ݇. 
A1  Show that the correct formula follows. 

B1  Complete proof by induction. 

M1  Use relationship between ݏ and ݐ. 
A1  Correct equation, including range for which it is valid.

Subtotal: 9

M1  Substitute into formula for ݏ௡ 
A1  Correct formula. 

M1  Observe that ݐ௡ ൌ 1 െ  ௡ݏ
A1  Correct formula. 

Subtotal: 4
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STEP II 2017 Mark Scheme 

Question 1 

 (i)  In = 
1

0

 . arctan nxx dx     M1  Use of intgrn. by parts (parts correct way round) 

     = 
1

.
1

1
 

1
 . arctan

1  1

0
2

 

0

1
1  















 n

x

xn

x
x

nn

dx  A1  Correct to here 

     = 





 


0

1

1
 . 

4 n


 

1

0
2

1  

1
 

1

1

x

x

n

n

dx  

   (n + 1)In = 
4


 

1

0
2

1  

1 x

xn

dx  A1  Given Answer legitimately established 

 

 Setting n = 0,  I0 = 
4


 

1

0
21 x

x
dx M1  Attempt to solve this using recognition/ substitution  

      = 
4

   2
2
1 1ln x  M1  Log integral involved 

      = 2ln
4 2

1


  A1  CAO 

 

(ii)  n  n + 2 in given result:   

  (n + 3)In + 2 = 
4


 

1

0
2

3  

1 x

xn

dx    B1  Noted or used somewhere 

 (n + 3)In + 2 + (n + 1)In = 
2

  
 

1

0
2

21  

1

1

x

xxn

dx M1  Adding and cancelling ready to integrate 

    = 
2

1

2 


n


   A1  CAO 

 
 Setting n = 0 and then n = 2 in this result (or equivalent involving integrals): 

 3I2 + I0 = 
2

1

2



  and  5I4 + 3I2 = 

4

1

2



  M1 

 Eliminating I2 and using value for I0 to find I4  M1  By subtracting, or equivalent 

 I4 =  2ln2120
1       A1  FT from their I0 value  

 
(iii) For n = 1,   5I4 =   4

1
2
1

2
1 1  AA  

   = 2ln2
1

4
1

4
1      M1  Comparing formula with found I4 value 

 and the result is true for n = 1 provided   

   A = 2ln2
1

4
1     A1  FT from their I4 value 

 
 
 
 
 

3

3

3

3

2
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Assuming  (4k + 1)I4k + 1 = A – 



k

r

r

r

2

1  
2
1 1

)1(   M1  For a clearly stated induction hypothesis 

        (or a fully explained “if … then …” at end) 

 (4k + 5)I4k + 4 + (4k + 3)I4k + 2 = 
44

1

2 


k


B1   

 (4k + 3)I4k + 2 + (4k + 1)I4k = 
24

1

2 


k


B1   

 Subtracting: 

 (4k + 5)I4k + 4 = (4k + 1)I4k 
44

1

24

1







kk
M1   

= A – 



k

r

r

r

2

1  
2
1 1

)1(
44

1

24

1







kk
M1  Use of assumed result 

= A – 



k

r

r

r

2

1  
2
1 1

)1(
22

1
)1(

12

1
)1( 2  2

2
11  2

2
1





 

kk
kk

= A – 





)1  (2

1  
2
1 1

)1(
k

r

r

r
A1  A clear demonstration of how the two extra 

                  terms fit  must be given 6
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Question 2 

Let xn = X. Then xn + 1 = 
bX

aX


1

 and  xn + 2 = 
b

bX

aX
bX

aX
a























1

1
1

 
  M1 A1  Correct, unsimplified 

i.e.  xn + 2 = 
)1()(

)( )1(
2

2




bXba

baXa
  M1  Attempt to remove “fractions within fractions” 

      A1  Correct, simplified 
 
(i) If  xn + 1 = xn  then  aX – 1 = X 2 + bX   M1 

   0 = X 2 – (a – b)X + 1   A1 
 

 If  xn + 2 = xn  then 
   (a2 – 1)X – (a + b) = (a + b) X 2 + (b2 – 1)X  M1 

   0 = (a + b){ X 2 – (a – b)X + 1}  M1 A1  Factorisation 

 and so, for  xn + 2 = xn  but  xn + 1  xn   
  we must have  a + b = 0  A1  Given Answer fully justified & clearly stated 
 

 (No marks for setting b = –a, for instance, and showing sufficiency) 
 

 For “comparing coefficients” approach (must be all 3 terms) max. 3/4 
 

(ii) xn + 4 = 
)1()(

)( )1(
2

2  

2  
2








bxba

baxa

n

n

    
M1  Use of the two-step result from earlier 

         = 

)1(
)1()(

)( )1(
)(

)( 
)1()(

)( )1(
)1(

2
2

2

2

2
2



























b
bXba

baXa
ba

ba
bXba

baXa
a

           A1  Correct, unsimplified, in terms of X 

 If  xn + 4 = xn  then       M1  Equating  
 (a2 – 1)2X – (a + b) (a2 – 1) – (a + b)2X – (a + b) (b2 – 1)  A1  LHS correct 
 = (a + b) (a2 – 1)X 2 – (a + b)2X + (a + b) (b2 – 1)X 2 + (b2 – 1)2X A1  RHS correct 

   0 = (a + b) (a2 + b2 – 2)X 2 – [(a2 – 1)2 – (b2 – 1)2]X + (a + b) (a2 + b2 – 2) 
          M1  Good attempt to simplify 

   0 = (a + b) (a2 + b2 – 2) {X 2 – (a – b)X + 1}   M1  Factorisation attempt 
          A1 A1  Partial; complete 
 and the sequence has period 4 if and only if 

 a2 + b2 = 2,  a + b  0,  X 2 – (a – b)X + 1  0   B1  CAO Correct final statement 
 

 [Ignore any discussion or confusion regarding issues of necessity and sufficiency] 
 

 NB Some candidates may use the one-step result repeatedly and get to xn + 4 via xn + 3: 

 xn + 3 = 
)2()1(

)1()2(
322

223

bbaXbaba

babaXbaa




 and  xn + 4 = 
bx

ax

n

n








3  

3  1
  starts the process; then as above. 

  
 
 
 
 

4

6

10
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 ALT.  Consider the two-step sequence {… , xn , xn + 2 , xn + 4 , …} given by (assuming a + b  0) 

  xn +2 = 
BX

AX

ba

b
X

X
ba

a






























1 

1

1 
1

2

2

, which is clearly of exactly the same form as before. 

  Then  xn + 4 = xn  if and only if  a + b  0,  X 2 – (a – b)X + 1  0  (from xn + 4  xn + 2 and  

  xn + 4  xn as before), together with the condition  A + B = 0 (also from previous work);  

  i.e. 0
11 22









ba

b

ba

a
, which is equivalent to 0222 ba  since a + b  0. 

 

 Note that it is not necessary to consider xn + 4  xn + 3 since if xn + 4 = xn + 3 = X  then the sequence 
 would be constant. 
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Question 3 

 (i)  sin y = sin x    y = n + (–1)n x 

 n = –1 :    y = –  – x    B1 
 n = 0 :    y = x   B1 

 n = 1 :    y =  – x    B1  Withhold final B mark for any number of extra eqns. 
       y 
 

             B1  n = 0 case correctly drawn 
       
 
          B1  n = 1 case correctly drawn 
          
                 –     O               x 
 
        B1  n = –1 case correctly drawn 
       Withhold final B mark for any number of extra lines 

               –  Ignore “endpoint” issues 
 

(ii)  sin y = 2
1 sin x    cos y 

x

y

d

d
 = 2

1 cos x   M1  Implicit diffn. attempt (or equivalent) 

 
y

x

x

y

cos2

cos

d

d
       A1  Correct 

       = 
x

x
2

4
1 sin12

cos


  or  

x

x
2sin4

cos


 A1  Correct and in terms of x only 

 

 
   

x

xxxxxx

x

y
2

2
1

2
2
12

1
2

2

2

sin4

cossin2.sin4.cossin.sin4

d

d
 







 

       M1  For use of the Quotient Rule (or equivalent) 
       M1  For use of the Chain Rule for d/dx(denominator) 
               A1 

         = 
 

 2
3

2

22

sin4

sin.cossin4sin

x

xxxx




 M1  Method for getting correct denominator 

         = 
 
 2

3
2

22

sin4

sin4cossin

x

xxx




 

         = 
 2

3
2sin4

sin3

x

x




   A1  Given Answer  correctly obtained from c2 + s2 = 1 

  
 
 
 
 
 
 
 

6

3

5

                 
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                      Initially, 
x

y

d

d
= 2

1  at (0, 0) increasing to a maximum  

         at ( 2
 , 6

 ) since 0
d

d
2

2


x

y
 

       B1  (Gradient and coordinate details unimportant unless  
                graphs look silly as a result) 
 
        

       B1  Reflection symmetry in x = 2
  

 
       B1  Rotational symmetry about O 
 

       B1  Reflection symmetry in y =  2
  

 
 
 
 
 
 
 (iii)  
 
 
       B1  RHS correct 
 
       B1  LHS correct 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

4

2
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Question 4 

 (i)  Setting f(x) = 1 in (*) gives 

   

























b

a

b

a

b

a

xxxxx d )(gd 1d )(g 2

2

   B1  Clearly stated 

 Let g(x) = ex : 

















b

a

b

a

xabxx d e)(d e 2x

2

  M1 

      abab ab 22 ee).(ee 2
1

2
  

       ababab ab eeee).(ee 2
1

2
  

    abab ab ee)(ee 2
1     A1 

 Choosing a = 0 and b = t gives   M1 

  1e 1e 2
1  ttt      

1e

1e
2
1 t

t

t





   A1  Given Answer legitimately obtained 

 
(ii)  Setting f(x) = x, a = 0 and b = 1 in (*) gives 

   

























1

0

2
1

0

2

21

0

d )(gd d )(g xxxxxxx   B1  Clearly stated 

 Choosing g(x) = 
2

4
1 

e
x

 gives    M1 

   



















1

0

33
3
1

21

0

d e01d e
2

2
1 2

4
1 

xxx
xx

 

 


























 


1

0
3
1

2

d ee2
2

2
1 

0

12
4
1 

x
xx

   A1 A1  LHS, RHS correct 

    
21

0

1e23d e 4
1 2

2
1 













 



 x
x

 

 i.e.  
21

0

4
1 2

2
1 

e112d e 





 



 x
x

   A1  Given Answer legitimately obtained 

 

(iii) With f(x) = 1, g(x) = xsin , a = 0, b = 2
1 ,  M1  Correct choice for f, g (or v.v.) 

 (*) becomes      M1  Any sensible f, g used in (*)  

  






























2
1

0

2
1

0

d sind sin 2
1

2

xxxx    A1 

 RHS is  2
1  

0

1

cos x  = 2
1  

 (and since LHS is positive) we have 
2

d sin
2
1

0




 xx      

        A1  RH half of Given inequality obtained 
                from fully correct working 
         

5

5

4
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 With f(x) = cos x, g(x) = 4 sin x , a = 0, b = 2
1 ,  M1  Correct choice for f, g (or v.v.) 

 (*) gives   

 











































2
1

0

2
1

0

2
1

0

4
1

d sind cosd ).(sincos 2

2

xxxxxxx  A1 

 LHS = 25
16

2

5
4

0

2

1

4
5

)(sin 


























x    M1 A1  By recognition/substitution integration 

 and    


2
1

0

2
1

0

d 2cosd cos 2
1

2
12 xxxx     M1 

     =   


4
1

2

4
1

2
1

0

2

1

2sin 


















 xx   A1 

 Giving the required LH half of the Given inequality: 

 












 




2
1

0

d sin4
1

25
16 xx   i.e.  





25

64
d sin

2
1

0

 xx          

       Withhold the last A mark if final result is not arrived at 
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Question 5 

 (i)  
tat

a

x

y

t
x

t
y 1

2

2

d

d

d
d

d
d

      M1  Finding gradt. of tgt. (or by implicit diffn.) 

   Grad. nml. at P is –p     A1 

   Eqn. nml. to C at P is  x – 2ap = –p(x – ap2) B1  FT any form, e.g. y = –px + ap(2 + p2) 
 Nml. meets C again when  x = an2,  y = 2an   M1  Substd. into nml. eqn. 

   2an = – pan2 + ap(2 + p2) 

      0  = pn2 + 2n – p(2 + p2) 

      0  = (n – p)(pn + [2 + p2])   M1  Solving attempt 

 Since n = p at P, it follows that  
p

p
n

22
 at N 

 i.e.  









p
pn

2
      A1  Given Answer legitimately obtained 

 
(ii)  Distance P(ap2, 2ap) to N(an2, 2an) is given by 

 PN2 =    2222 )(2)( npanpa     M1 

          =  4)( )( 222  npnpa  

          = 



















 








 4

22
2

22

2

pp
pa    M1  Substituting for n  

          = 






 








 
p

p

p

p
a

222
2 11

16  = 4

32
2 )1(

16
p

p
a


 A1  Given Answer legitimately obtained 

 

 
p

ppp
a

p

PN

d

)33(d
16

d

)(d 422
2

2  
   M1  Differentiation directly,  

                or by the Quotient Rule 

    = )462(16 532   pppa     A1  Correct, unsimplified 

    = 5

26
2 23

32
p

pp
a


   

    =  2)1(
32 222

5

2

 pp
p

a
   

    Note that 






 


8

332224
2

2 4.)1(2.)1(3.
16

d

)(d

p

ppppp
a

p

PN
  

              =  )1(23)1(.
32 22223

8

2

 pppp
p

a
  by the Quotient Rule 

 0
d

)(d 2


p

PN
 only when  p2 = 2     A1  Given Answer fully shown 

 Justification that it is a minimum   E1 

 (either by examining the sign of 
p

PN

d

)(d 2

  

   or by explaining that PN2 cannot be maximised 
 

6

3
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(iii) Grad. PQ is 
qp 

2
       B1 

 Grad. NQ is 
qn 

2
 or 

p
pq

2
2


   B1 

 Since PQN = 90 (by “ in a semi-circle”; i.e. Thales Theorem)  

  1
2

22






p

pqqp
   M1 

   
p

q
qp

p
qpqp

2
2

2
)(4 22 








     

   
p

q
qp

2
2 22         A1  Given Answer legitimately obtained 

 

 PN minimised when  p2 = 2    
p

q
q

22    M1  Substituted into given expression 

   q = 0  or  q = 2
2


p

    A1 

 But 2q   q = p (which is not the case) E1  Other cases must be ruled out 
 

 Special Case: 1/3 for substg. q = 0 and verifying that p2 = 2 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

4
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Question 6 

(i)     

When ݊ ൌ 1 

ଵܵ ൌ 1 ൑ 2√1 െ 1 B1 
Clear verification. 

Assume that the statement is true when ݊ ൌ ݇: 
ܵ௞ ൑ 2√݇ െ 1

B1  Must be clear that this is 
assumed. 

Then 

ܵ௞ାଵ ൌ ܵ௞ ൅
1

√݇ ൅ 1
 

 
M1 

Linking ܵ௞ାଵ and ܵ௞ 

൑ 2√݇ െ 1 ൅
1

√݇ ൅ 1
 

M1  Using assumed result 

Sufficient to prove: 

2√݇ െ 1 ൅
1

√݇ ൅ 1
൑ 2√݇ ൅ 1 െ 1 

M1   

i.e. 2ඥ݇ሺ݇ ൅ 1ሻ ൅ 1 ൑ 2ሺ݇ ൅ 1ሻ  A1  Multiplying by √݇ ൅ 1 or 
putting over a common 
denominator 

i.e. 2ඥ݇ሺ݇ ൅ 1ሻ ൑ 2݇ ൅ 1     

i.e. 4݇ଶ ൅ 4݇ ൑ 4݇ଶ ൅ 4݇ ൅ 1  A1   

Which is clearly true. Therefore by induction the statement is 
true for all ݊ ൒ 1. 

B1  Clear conclusion showing logic 
of induction. 

  [8]   

(ii)     

Required to prove: 
ሺ4݇ ൅ 1ሻଶሺ݇ ൅ 1ሻ ൐ ሺ4݇ ൅ 3ሻଶ݇ M2 

Squaring given inequality

i.e. 16݇ଷ ൅ 24݇ଶ ൅ 9݇ ൅ 1 ൐ 16݇ଷ ൅ 24݇ଶ ൅ 9݇ 
which is clearly true. 

A1

  [3]   

When ݊ ൌ 1: 

ଵܵ ൌ 1 ൒ 2 ൅
1
2
െ ܿ 

M1

So we need ܿ ൒
ଷ

ଶ
  A1

Prove ܿ ൌ
ଷ

ଶ
 works using induction  M1

Assume holds when ݊ ൌ ݇: 

ܵ௞ ൒ 2√݇ ൅
1

2√݇
െ
3
2
 

M1  Allow a general c. 

Then  

ܵ௞ାଵ ൌ ܵ௞ ൅
1

√݇ ൅ 1
൒ 2√݇ ൅

1

2√݇
൅

1

√݇ ൅ 1
െ ܿ 

M1   

Sufficient to prove: 

2√݇ ൅
1

2√݇
൅

1

√݇ ൅ 1
െ ܿ ൒ 2√݇ ൅ 1 ൅

1

2√݇ ൅ 1
െ ܿ 

A1

i.e. 4݇√݇ ൅ 1 ൅ √݇ ൅ 1 ൅ 2√݇ ൒ 4√݇ሺ݇ ൅ 1ሻ ൅ √݇  A1A1

Which simplifies to the previously proved inequality. 

No further restrictions on c, so the minimum value is ܿ ൌ
ଷ

ଶ
 

B1

  [9]
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Question 7 

 (i)  For  0 < x < 1, x is positive and  ln x  is negative 
 so  0 > x ln x > ln x  

   e0 > ex ln x > eln x  or  ln 1 > ln xx > ln x   

   (1 >) f(x) > x  since ln is a strictly increasing fn. B1 
 Again, since  ln x  < 0, it follows that 
       ln x < f(x) ln x < x ln x  

   ln x < ln{g(x)} < ln{f(x)}    M1  Suitably coherent justification 

      x  <    g(x)    <   f(x)    A1  Given Answer legitimately obtained 
 
 For x > 1, ln x > 0 and so  x < f(x) < g(x)  B1  No justification required 
 
(ii)  ln{f(x)} = x ln x      M1  Taking logs and attempting implicit diffn. 
                Alt. Writing  y = ex ln x and diffg. 

  x
x

xx
x

ln.1
1

.)(f.
)(f

1
   i.e. f (x) =  xln1 f(x) A1 

 f (x) = 0  when  1 + ln x = 0,  ln x = –1,  x = e – 1  A1 
 

(iii)  )(f 
0  

x
x

_|Å  =  xx

x

lne 
0  

_|Å  =  0e 
0  x

_|Å  = 1 B1  Suitably justified 

  )(g 
0  

x
x

_|Å  =  )(f

0  
 xx

x
_|Å   =  1

0  
 x

x
_|Å  = 0 B1  May just be stated 

 Alt.  )(g 
0  

x
x

_|Å  =  xx

x

ln)(fe 
0  

_|Å  =  x

x

lne 
0  

_|Å  =  x
x 0  

 


_|Å
 

= 0  

 

(iv) For  y = x
x

ln
1
  (x > 0),  

 
xxx

y 11

d

d
2
  or 

2

1

x

x 
 = 0 …   M1  Diffg. and equating to zero 

     … when x = 1  A1  From correct derivative 

 For x = 1–, 0
d

d


x

y
  and  for x = 1+, 0

d

d


x

y
    M1  Method for deciding 

 (1, 1) is a MINIMUM of  y = x
x

ln
1
   A1 

 (Since there are no other TPs or discontinuities) 
   y  1 for all x > 0   Conclusion must be made for all 4 marks 
   
 ln(g(x)) = f(x) ln x      M1  Taking logs and attempting implicit diffn. 

   xxx
x

xx
x

ln1)(fln
1

).(f)(g.
)(g

1
   A1  using f (x) from (ii)  

   






  2)(lnln

1
)(g).(f)(g xx

x
xxx  

       2)(ln1)(g).(f xxx     M1  using previous result of (iv)  

     > 0  since f, g > 0 from (i)  

   and 1 + (ln x)2  1 > 0   A1  Given Answer fully justified 
 

4

3

2

4

4
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        B1  One of  f, g  correct … 
       g         f   B1  Both correct … 
                … relative to  y = x 
          y = x 
        B1  All three passing thro’ (1, 1) 
 
 
          1      f 
 
      g 
 

 O                      1 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

3
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Question 8 

Line thro’ A perpr. to BC is  r = a +  u B1 

Line thro’ B perpr. to CA is  r = b +  v B1 

Lines meet when  (r = p =) a +  u = b +  v M1  Equated 

  v =  uba  
1 


  A1 

 

Since v is perpr. to CA,    )( cauba   = 0 M1  

     caba    + )( cau   = 0 A1  Correctly multiplied out 

  
   

 cau

caab







  M1  Re-arranging for  

A1  Correct (any sensible form) 

  
   

  u
cau

caab
ap  















 A1  FT their  (if only a, b, c, u involved) 

ucacp CP  B1  FT their  

Attempt at  ABCP   M1 

=    abuca    A1  Correct to here 

 =      abuabca     

Now  0)(  cbu  since u perpr. to BC  M1 

  cubu   A1 

so that  ABCP   =      acuabca      M1  Substituted in 

    =    ubaca     M1 A1  Factorisation attempt; correct 

    = 0  from boxed line above  A1  E1  Statement; justified 

  CP is perpr. to AB E1  For final, justified statement 

Notice that the “value” of  is never actually required 

Any candidate who states the result is true because P is the orthocentre of ABC may be awarded B2 for 
actually knowing something about triangle-geometry, but only in addition to any of the first 3 marks earned 
in the above solution: i.e. a maximum of 5/11 for the second part of the question. 

9

11
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Question 9 

(i) 

O ↺   F . r = F1 . r  B1  For correct moment equation. 

  F = F1 
Res.  F + F1cos  = Rsin B1  For resolving horizontally for 

one cylinder. 

Together give  Rsin  = F(1 + cos ) AG 

Since  F1   R , with  = 2
1 ,  M1  Use of the Friction law 

it follows that  2
1

R

F
    2

1

cos1

sin


 
 A1  Combining with previous 

answer 

i.e.  2 sin  1 + cos  AG 
Subtotal: 
4 

(ii)  
Res.  for RH cylinder  W = N – Rcos  – F1sin B1  F1 might correctly be replaced 

with F. 

Res.  for plank   kW = 2Rcos  + 2Fsin   B1 

Eliminating W: 
 k(N – Rcos  – Fsin ) = 2Rcos  + 2Fsin  

M1  For eliminating W 







 






  1

2
sin1

2
cos

k
F

k
RN 

A1  For correct rearrangement for 
N 

F
k

N 





 








  




sincos.
sin

cos1
1

2 M1 
For use of  FR 






 





sin

cos1

F
k

N 






 






 




sin

sincoscos
1

2 22 B1  Obtaining  cosଶ ߠ ൅ sinଶ  ߠ

 = F
k







 






 




sin

1cos
1

2 AG 

For no slipping at the ground, F  N  M1  Using Friction equation 

  F  F
k







 






 




sin

1cos
1

2
2
1

A1  Using  previous part 

ie. 2k sin  (k + 2)(1 + cos ) A1  Rearranging into a “useful” 
form. 
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However, we already have that   
 2k sin  k(1 + cos )  (k + 2)(1 + cos ) 
so there are no extra restrictions on  .

E1  Properly justified 

 Subtotal: 
10 

 

4 sinଶ ߠ ൑ 1 ൅ 2cos	ߠ ൅  ߠଶݏ݋ܿ
(iii)   

M1 
 
Squaring up an appropriate 
trig inequality 

4ሺ1 െ cosଶ ሻߠ ൑ 1 ൅ 2cos	ߠ ൅ cosଶ  ߠ
0 ൑ 5 cosଶ ߠ ൅ 2 cos ߠ െ 3 
0 ൑ ሺ5 cos ߠ െ 3ሻሺcos ߠ ൅ 1ሻ 

M1  Creating and simplifying  
quadratic inequality in one trig 
ratio 

Since cos ߠ ൒ 0 we have cos ߠ ൒
ଷ

ହ
  A1

For appropriate angles cos is decreasing and sin ߠ  is ߠ
increasing. 

E1  A graphical argument is 
perfectly acceptable here. 
N.b It is possible that 
inequalities like 2ݏ െ 1 ൑ ܿ 
are squared. If this is done 
without justifying that both 
sides are positive then 
withhold this final E1. 

Therefore sin ߠ ൑
ସ

ହ
  AG   

 sin  = 
r

ar 
    

B1

So   5r – 5a  4r   M1 Combining with previous 
result 

 r  5a AG   
 Subtotal: 

6 

47



Question 10 

 ma = F – (Av2 + R)    B1  Clear use of N2L 

 WD = 
d

xF
0

d   
M1   

 =    
d

xRAvma
0

2 d   
AG   

Since 
x

v
va

d

d
   

B1   

WD =  





dx

x

RAvma
  

0  

2

v

x

d

d
dv 

 =  





dx

x

RAvma
  

0  

2

a

v
dv    

 

M1 Attempting to change variable of 
integration. 

Using  v2 = u2 + 2as  with v = w, u = 0, s = d   

adw 2  

B1 Justifying limits. Ignore absence of 
േ 

Therefore: 

 WD = 
 






wv

v a

vRAvma  

0  

2  
 dv   

AG

  [5]   

(i) 

WD = 
0

2

42

42 ad

a

Avv

a

R
m 















   

M1  Performing integration 

ൌ 2Aadad
a

R
m 






   

A1 Correct answer in terms of d.

For second half-journey,   

 WD = 
 
 

0 2  

w a

vRAvma
 dv   

   

B1B1  B1 for correct limits 
B1 for correct integrand 

 = – mad + Rd + Aad2   A1   
Summing gives 2dR + 2Aad2   AG  N.b.  integrals may be combined to 

get to the same result.  

R > ma    F = Av2 + R – ma > 0 always E1   
 [6]   
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(ii) 
If  R < ma then F is zero when Av2 = ma – R 

i.e.  when  v = V = 
A

Rma 
  

B1  Finding an expression for the 
critical speed. 

For F to fall to zero during motion,  V < w  E1   

i.e.  when  ad
A

Rma
2


  i.e.  R > ma – 2Aad  

E1   

In this case,  WD = mad + Rd + Aad2 ,  
as before, for the first half-journey 

B1   

For the second half     WD = 
 
 

V

w a

vRAvma  2

 dv   
M2   

 
w

V

a

Av

a

v
Rma 










42

42

 
A1   

=
2

4
)(

2

1






 







 


A

Rma

a

A

A

Rma
Rma

a
 – 

   224
4

2)(
2

1
da

a

A
adRma

a
  

M1  Substituting expressions for V and 
w. 

= 22 )(
4

1
)(

2

1
Rma

Aa
Rma

Aa
  – (ma – R)d + 

Aad2 

   

= 2)(
4

1
Rma

Aa
  – mad + Rd + Aad2  

A1 CAO  Without wrong working 

So total WD = 2)(
4

1
Rma

Aa
 + 2Rd + 2Aad2    

AG

 [9]   
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Question 11 

   

(i)     

At A, ܧܭ ൌ
ଵ

ଶ
ଶݑ݉ ൌ

ହ

ଶ
ܧܲ ,݃ܽ݉ ൌ 0  B1

At ܣଵ, ܭ ൌ
ଵ

ଶ
,ଶݒ݉ ܧܲ ൌ 2݉ܽ݃  B1   

Conservation of energy: 
5
2
݉ܽ݃ ൌ

1
2
ଶݒ݉ ൅ 2݉ܽ݃ 

 

M1   

ଶݒ ൌ ݃ܽ     

ݒ ൌ ඥ݃ܽ   A1

  [4]   

If angle at ܣଵ is ߚ and it just passes the second wall then we 
have: 

0 ൌ ݒ sin ߠ ݐ െ
1
2
 ଶݐ݃

M1 Using ݏ ൌ ݐݑ ൅
ଵ

ଶ
 ଶݐܽ

So ݐ ൌ
ଶ௩

௚
sin  ߚ A1  Solving for t at second 

wall. 

Also, ܽ ൌ ݒ cos ߚ  ݐ M1  Considering horizontal 
distance 

ൌ
ଶݒ2 sin ߚ cos ߚ

݃
 

  N.b. Some candidates 
may just quote this (or 
equivalent). Give full 
credit. 

ൌ 2ܽ sinߚ cos ߚ A1  Combining previous 
results. 

So sinሺ2ߚሻ ൌ 1  A1   

Therefore ߚ ൌ 45°  AG Condone absence of 
domain considerations. 

  [5]

 velocity is constant so ݔ    

ݑ cos ߙ ൌ ݏ݋ܿݒ ߚ M1  Comparing ݔ velocities 

ඥ5ܽ݃ cos ߙ ൌ ඥܽ݃
1

√2
 

cos ߙ ൌ
1

√10
 

A1

sin ߙ ൌ
3

√10
, tan ߙ ൌ 3 

A1  Converting to a more 
useful ratio. 
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Method 1: 

2ܽ ൌ ඥ5ܽ݃
3

√10
ݐ െ

1
2
 ଶݐ݃

ൌ
3ඥܽ݃

√2
ݐ െ

1
2
 ଶݐ݃

So 

ଶݐ െ
3√2ܽ

ඥ݃
ݐ ൅

4ܽ
݃
ൌ 0 

M1 Using ݏ ൌ ݐݑ ൅
ଵ

ଶ
 ଶݐܽ

ቌݐ െ ඨ
2ܽ
݃
ቍቌݐ െ 2ඨ

2ܽ
݃
ቍ ൌ 0 

   

First time over the wall means that ݐ ൌ ට
ଶ௔

௚
 

A1   

So ݀ ൌ ݐ	ߠ	ݏ݋ܿݑ ൌ ඥ5ܽ݃ ൈ
ଵ

√ଵ଴
ൈ ට

ଶ௔

௚
ൌ ܽ 

A1   

Method 2: 

ݕ ൌ ݔ tan ߙ െ
ଶݔ݃ secଶ ߙ

ଶݑ2
 

M1  Using trajectory 
equation 

2ܽ ൌ ݔ3 െ
ଶݔ

ܽ
 

A1  Combining with 
previous results 

ሺݔ െ ܽሻሺݔ െ 2ܽሻ ൌ 0    

ݔ ൌ ܽ  A1   

  [6]

If the speed at ݄ above first wall is ݒ then by conserving 
energy,  

1
2
5ܽ݃ ൌ

1
2
ଶݒ ൅ ሺ2ܽ ൅ ݄ሻ݃ 

 

M1   

ଶݒ ൌ ܽ݃ െ 2݄݃ 
 

B1   

Using trajectory equation with  origin at top of first wall and 
angle ߚ as particle moves over first wall: 

ݕ ൌ ݄ ൅ 	ݔ tan ߚ െ
ଶሺ1ݔ݃ ൅ tanଶ ሻߚ

ଶݒ2
 

When ݔ ൌ ܽ we need ݕ ൌ 0: 

0 ൌ ݄ ൅ ܽ	 tan ߚ െ
݃ܽଶሺ1 ൅ tanଶ ሻߚ

ଶݒ2
 

M1 Use of trajectory 
equation (might be 
several kinematics 
equations effectively 
leading to the same 
thing) 

Treating this as a quadratic in tan  :ߚ

െ
݃ܽଶ

ଶݒ2
tanଶ ߚ ൅ ܽ tanߚ ൅ ݄ െ

݃ܽଶ

ଶݒ2
ൌ 0 

െ݃ܽଶ tanଶ ߚ ൅ ଶݒ2ܽ tan ߚ ൅ ଶݒ2݄ െ ݃ܽଶ ൌ 0 
The discriminant is: 

4ܽଶݒସ ൅ 4݃ܽଶሺ2݄ݒଶ െ ݃ܽଶሻ 
 

M1  Considering the 
quadratic (or 
equivalently 
differentiating to find 
the max) 

ൌ 4ܽଶሺ݃ଶሺܽଶ െ 4݄ܽ ൅ 4݄ଶሻ ൅ 2݃ଶ݄ሺܽ െ 2݄ሻ െ ݃ଶܽଶሻሻ  
ൌ 4ܽଶ݃ଶሺܽଶ െ 4݄ܽ ൅ 4݄ଶ ൅ 2݄ܽ െ 4݄ଶ െ ܽଶሻ 

ൌ െ8ܽଷ݃ଶ݄ 
൏ 0 

Therefore no solution. 

A1  Obtaining a clearly 
negative discriminant – 
this might take many 
alternative forms. 

  [5]   
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Question 12 

(i) 

ܲሺܺ ൅ ܻ ൌ ݊ሻ ൌ෍PሺX ൌ rሻሺPሺY ൌ n െ rሻ

୬

୰ୀ଴

 

B2   

ൌ෍
eି஛λ୰

r!
ൈ
eିஜμ୬ି୰

ሺn െ rሻ!

୬

୰ୀ଴

 
B1   

ൌ
݁ିఒ݁ିఓ

݊!
෍

n!
r! ሺn െ rሻ!

λ୰μ୬ି୰
୬

୰ୀ଴

 
M1  Attempting to manipulate 

factorials towards a binomial 
coefficient 

ൌ
݁ିఒ݁ିఓ

݊!
෍ቀ

n
rቁ λ

୰μ୬ି୰
୬

୰ୀ଴

 
B1  Identifying  correct binomial 

coefficient 

ൌ
݁ିሺఒାఓሻ

݊!
ሺߣ ൅  ሻ௡ߤ

B1

Which is the the formula for ܲ݋ሺߣ ൅  ሻߤ E1  Recognising result. Must state 
parameters 

  [7]   

(ii)     

ܲሺܺ ൌ ܺ|ݎ ൅ ܻ ൌ ݇ሻ ൌ
ܲሺܺ ൌ ሻݎ ൈ ܲሺܻ ൌ ݇ െ ሻݎ

ܲሺܺ ൅ ܻ ൌ ݇ሻ
 

M2 (may be implied by following 
line) 

ൌ

݁ିఒߣ௥

!ݎ ൈ
݁ିఓߤ௞ି௥

ሺ݇ െ !ሻݎ
݁ିሺఒାఓሻ
݇! ሺߣ ൅ ሻ௞ߤ

 

A1

ൌ
݇!

!ݎ ሺ݇ െ 	!ሻݎ
൬

ߣ
ߣ ൅ ߤ

൰
௥

൬
ߤ

ߣ ൅ ߤ
൰
௞ି௥

 
A1   

Which is a ܤ ቀ݇,
ఒ

ఒାఓ
ቁ distribution.  E1 Parameters must be stated.

  [5]   

(iii) This corresponds to r=1, k=1 from (ii) M2 Can be implied by correct 
answer. 

So probability is 
ఒ

ఒାఓ
.  A1

(iv)  [3]

Expected waiting time given that Adam is first is waiting time 

for first fish plus waiting time for Eve ቀൌ
ଵ

ఒାఓ
൅

ଵ

ఓ
ቁ 

B2  Also accept  waiting time given 
Eve is first. Must be clearly 
identified. 

Expected waiting time is: 
E(Waiting time|Adam first)P(Adam first)+E(Waiting time|Eve 
first)P(Eve first) 

M2

=ቀ
ଵ

ఒାఓ
൅

ଵ

ఓ
ቁ ൈ

ఒ

ఒାఓ
൅ ቀ

ଵ

ఒାఓ
൅

ଵ

ఒ
ቁ ൈ

ఓ

ఒାఓ
  A1

ൌ
1
ߣ
൅
1
ߤ
െ

1
ߣ ൅ ߤ

 
  No need for this algebraic 

simplification. 

  [5]   
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Question 13 

(i)     

ܲ൫correct	key on	݇୲୦attempt൯ ൌ
1
݊
൬1 െ

1
݊
൰
௞ିଵ

 
M1A1 M1 for any attempt relating to 

the geometric distribution – 
e.g. missing first factor or 
power slightly wrong. 

ൌ  ௞ିଵݍ݌
Where ݌ ൌ

ଵ

௡
, ݍ ൌ 1 െ

ଵ

௡
 

  Although not strictly necessary, 
you may see this substitution 
frequently 

Expected number of attempts is given by 
݌ ൅ ݍ݌2 ൅ ଶݍ݌3 …

M1  May be written in sigma 
notation 

ൌ ሺ1݌ ൅ ݍ2 ൅ ଶݍ3 … ሻ    

ൌ ሺ1݌ െ ሻିଶݍ M1  Linking to binomial expansion 

ൌ
݌
ଶ݌

ൌ
1
݌
 

ൌ ݊  A1   

  [5]

(ii)     

ܲ൫correct	key	on	݇୲୦attempt൯ ൌ
ଵ

௡
 for ݇ ൌ 1. . . ݊  B1   

Expected number of attempts is given by 
1
݊
൅
2
݊
൅
3
݊
…൅

݊
݊
 

 

M1   

ൌ
݊ ൅ 1
2

 
M1A1  M1 for clearly recognising sum 

of integers / arithmetic series. 

  [4]   

(iii)     

ܲ൫correct	key	on	݇୲୦attempt൯ 

ൌ
݊ െ 1
݊

ൈ
݊

݊ ൅ 1	
ൈ
݊ ൅ 1
݊ ൅ 2

…ൈ
1

݊ ൅ ݇ െ 1
 

M1 
A1 

M1 for an attempt at this, 
possibly by pattern spotting the 
first few cases. Condone 
absence of checking ݇ ൌ 1 case 
explicitly. 

ൌ
݊ െ 1

ሺ݊ ൅ ݇ െ 2ሻሺ݊ ൅ ݇ െ 1ሻ
 

M1
AG 

M1 for attempting telescoping 
(may be written as an 
induction) 

ൌ ሺ݊ െ 1ሻ ൬
െ1

݊ ൅ ݇ െ 1
൅

1
݊ ൅ ݇ െ 2

൰ 
M2
A1 

Attempting partial fractions
(This may be seen later) 

  [6]

Expected number of attempts is given by 

ሺ݊ െ 1ሻ෍൬
݇

݊ ൅ ݇ െ 2
െ

݇
݊ ൅ ݇ െ 1

൰

ஶ

ଵ

 

M1   

ൌ ሺ݊ െ 1ሻ ൤൬
1

݊ െ 1
െ
1
݊
൰ ൅ ൬

2
݊
െ

2
݊ ൅ 1

൰

൅ ൬
3

݊ ൅ 1
െ

3
݊ ൅ 2

൰… ൨ 

ൌ ሺ݊ െ 1ሻ ൤
1

݊ െ 1
൅
1
݊
൅

1
݊ ൅ 1

… ൨ 
M1A1  M1 for attempting telescoping 

ൌ ሺ݊ െ 1ሻ൭෍
1
ݎ

ஶ

௥ୀଵ

െ෍
1
ݎ

௡ିଶ

௥ୀଵ

൱ 
B1

In the brackets there is an infinite sum minus a finite sum, so 
the result is infinite. 

E1   

  [5]   
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STEP III 2017 Mark Scheme 

Question 1 

  (i)    
ଵ

஼ೝ
೙శೝషభ െ ଵ

஼ೝ
೙శೝ ൌ

ሺ௡ିଵሻ!	௥!

ሺ௡ା௥ିଵሻ!
െ ௡!௥!

ሺ௡ା௥ሻ!
   M1 

ൌ
ሺ௡ିଵሻ!	௥!	ሾሺ௡ା௥ሻି௡ሿ

ሺ௡ା௥ሻ!
    

ൌ
ሺ௡ିଵሻ!	௥!	௥

ሺ௡ା௥ሻ!
    M1 

∴ 	
ݎ ൅ 1
ݎ

ቆ
1

௥ܥ
௡ା௥ିଵ െ

1
௥ܥ

௡ା௥ ቇ ൌ
ݎ ൅ 1
ݎ

ሺ݊ െ 1ሻ! !ݎ	 ݎ	
ሺ݊ ൅ !ሻݎ

 

ൌ
ሺ௡ିଵሻ!	ሺ௥ାଵሻ!

ሺ௡ା௥ሻ!
ൌ

ଵ

஼ೝశభ
೙శೝ 	    A1*  (3) 

∑ ଵ

஼ೝశభ
೙శೝ ൌ	ஶ

௡ୀଵ ∑ ௥ାଵ

௥
൬

ଵ

஼ೝ
೙శೝషభ െ

ଵ

஼ೝ
೙శೝ ൰ஶ

௡ୀଵ   M1 

ൌ
௥ାଵ

௥
൬

ଵ

஼ೝ
ೝ െ

ଵ

஼ೝ
ೝశభ ൅

ଵ

஼ೝ
ೝశభ െ

ଵ

஼ೝ
ೝశమ ൅

ଵ

஼ೝ
ೝశమ െ

ଵ

஼ೝ
ೝశయ ൅ ⋯൰  M1 

ൌ ௥ାଵ

௥

ଵ

஼ೝ
ೝ     because   ௥ܥ → ∞	௡ା௥   as  ݊ → ∞  E1 

ൌ ௥ାଵ

௥
  A1  (4) 

∑ ଵ

஼మశభ
೙శమ ൌ ଶାଵ

ଶ
	ஶ

௡ୀଶ െ ଵ

஼మశభ
భశమ ൌ ଷ

ଶ
െ 1 ൌ ଵ

ଶ
    M1 M1 (2) 

(ii)   ଷܥ ൌ
௡ାଵ ሺ௡ାଵሻ!

ሺ௡ିଶሻ!ଷ!
ൌ

ሺ௡ାଵሻ௡ሺ௡ିଵሻ

ଷ!
ൌ ௡యି௡

ଷ!
	൏ ௡య

ଷ!
  M1 

So  
ଷ!

௡య
	൏ ଵ

஼య
೙శభ  A1*  (2) 

20

ଷܥ
௡ାଵ െ

1

ହܥ
௡ାଶ െ

5!
݊ଷ

ൌ
120

݊ሺ݊ଶ െ 1ሻ
െ	

120
݊ሺ݊ଶ െ 1ሻሺ݊ଶ െ 4ሻ

െ
120
݊ଷ

 

ൌ ଵଶ଴

௡యሺ௡మିଵሻሺ௡మିସሻ
	൫݊ଶሺ݊ଶ െ 4ሻ െ ݊ଶ െ ሺ݊ଶ െ 1ሻሺ݊ଶ െ 4ሻ൯  M1 

ൌ ିସ଼଴

௡యሺ௡మିଵሻሺ௡మିସሻ
൏ 0   

as  ݊ ൒ 3 and so denominator is positive.  E1  (2) 

Hence,  
ଶ଴

஼య
೙శభ െ ଵ

஼ఱ
೙శమ ൏ ହ!

௡య
 

 

Alternatively,  
20

ଷܥ
௡ାଵ െ

1

ହܥ
௡ାଶ ൌ

5!
݊ሺ݊ଶ െ 1ሻ

െ	
5!

݊ሺ݊ଶ െ 1ሻሺ݊ଶ െ 4ሻ
ൌ

5!
݊ሺ݊ଶ െ 1ሻሺ݊ଶ െ 4ሻ

ൈ ൫ሺ݊ଶ െ 4ሻ െ 1൯ 

ൌ
5!
݊ଷ

ൈ
݊ସ െ 5݊ଶ

݊ସ െ 5݊ଶ ൅ 4
൏
5!
݊ଷ

 

as  ݊ ൒ 3  and so  ݊ଶ ൐ 5 

 

54



෍
3!
݊ଷ
	൏ ෍

1

ଷܥ
௡ାଵ ൌ

ஶ

௡ୀଷ

ஶ

௡ୀଷ

෍
1

ଷܥ
௡ାଶ ൌ

1
2

ஶ

௡ୀଶ

 

            M1 

So   ∑ ଷ!

௡య
ஶ
௡ୀଵ 	൏ ଷ!

ଵ
൅ ଷ!

଼
൅ ଵ

ଶ
ൌ ଶଽ

ସ
 

            M1 

And therefore  ∑ ଵ

௡య
ஶ
௡ୀଵ 	൏ ଶଽ

ଶସ
ൌ ଵଵ଺

ଽ଺
 

            A1* (3) 

෍
5!
݊ଷ

ஶ

௡ୀଷ

	൐ ෍ቆ
20

ଷܥ
௡ାଵ െ

1

ହܥ
௡ାଶ ቇ ൌ 20 ൈ

1
2

ஶ

௡ୀଷ

െ ൭෍
1

ହܥ
௡ାସ

ஶ

௡ୀଵ

൱ ൌ 10 െ
5
4
 

        M1          M1 

Therefore  

෍
5!
݊ଷ

ஶ

௡ୀଷ

	൐
35
4
 

෍
1
݊ଷ

ஶ

௡ୀଵ

	൐
35

4 ൈ 5!
൅
1
1
൅
1
8
ൌ

7
96

൅
96
96

൅
12
96

ൌ
115
96

 

          M1        A1* (4) 
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Question 2 

 (i)   ݖᇱ െ ܽ ൌ ݁௜ఏሺݖ െ ܽሻ    M1 

Thus  ݖᇱ ൌ ܽ ൅ ݁௜ఏݖ െ ݁௜ఏܽ ൌ ݁௜ఏݖ ൅ ܽ൫1 െ ݁௜ఏ൯    A1*  (2) 

(ii)  ݖᇱᇱ ൌ ݁௜ఝݖᇱ ൅ ܾ൫1 െ ݁௜ఝ൯ 

ൌ ݁௜ఝ ቀ݁௜ఏݖ ൅ ܽ൫1 െ ݁௜ఏ൯ቁ ൅ ܾ൫1 െ ݁௜ఝ൯  M1 A1 

So  ݖᇱᇱ ൌ ݁௜ሺఝାఏሻݖ ൅ ൫ܽ݁௜ఝ െ ܽ݁௜ሺఝାఏሻ ൅ ܾ െ ܾ݁௜ఝ൯ 

This is a rotation about  ܿ  if 

ܿ൫1 െ ݁௜ሺఝାఏሻ൯ ൌ ܽ݁௜ఝ െ ܽ݁௜ሺఝାఏሻ ൅ ܾ െ ܾ݁௜ఝ  M1 

If   ߮ ൅ ߠ ൌ ൫1  , ߨ2݊ െ ݁௜ሺఝାఏሻ൯ ൌ 0 ,  so  ܿ  cannot be found.  E1 

Otherwise, multiplying by  െ݁
ష೔ሺകశഇሻ

మ  , 

ܿ ൬݁
೔ሺകశഇሻ

మ െ ݁
ష೔ሺകశഇሻ

మ ൰ ൌ ܽ ൬݁
೔ሺകశഇሻ

మ െ ݁
೔ሺകషഇሻ

మ ൰ ൅ ܾ ൬݁
೔ሺകషഇሻ

మ െ ݁
ష೔ሺകశഇሻ

మ ൰  

2ܿ݅ sin ଵ

ଶ
ሺ߮ ൅ ሻߠ ൌ 2ܽ݅݁௜ఝ ଶ⁄ sin ଵ

ଶ
ߠ ൅ 2ܾ݅݁ି௜ఏ ଶ⁄ sin ଵ

ଶ
߮  M1 

ܿ sin ଵ

ଶ
ሺ߮ ൅ ሻߠ ൌ ܽ݁௜ఝ ଶ⁄ sin ଵ

ଶ
ߠ ൅ ܾ݁ି௜ఏ ଶ⁄ sin ଵ

ଶ
߮  A1* (6) 

If   ߮ ൅ ߠ ൌ ᇱᇱݖ  , ߨ2݊ ൌ ݖ ൅ ൫ܽ݁௜ఝ െ ܽ ൅ ܾ െ ܾ݁௜ఝ൯  M1 

So   ݖᇱᇱ ൌ ݖ ൅ ሺܾ െ ܽሻ൫1 െ ݁௜ఝ൯   A1 

This is a translation by  ሺܾ െ ܽሻ൫1 െ ݁௜ఝ൯   A1 (3) 

(iii)  If RS = SR, and if  ߮ ൅ ߠ ൌ  then , ߨ2݊

ሺܾ െ ܽሻ൫1 െ ݁௜ఝ൯ ൌ ሺܽ െ ܾሻ൫1 െ ݁௜ఏ൯ 

          M1 

ሺܽ െ ܾሻ൫݁௜ఏ ൅ ݁௜ఝ െ 2൯ ൌ 0 

So  ܽ ൌ ܾ, or if  ܽ ് ܾ , ݁௜ఏ ൅ ݁௜ሺଶ௡గିఏሻ െ 2 ൌ 0 

        A1 

2 cos ߠ െ 2 ൌ 0  M1 

Thus  ߠ ൌ  ߨ2݊ A1  (4) 

If  ߮ ൅ θ ് 2nπ 

ܽ݁௜ఝ ଶ⁄ sin ଵ

ଶ
ߠ ൅ ܾ݁ି௜ఏ ଶ⁄ sin ଵ

ଶ
߮ ൌ ܾ݁௜ఏ ଶ⁄ sin ଵ

ଶ
߮ ൅ ܽ݁ି௜ఝ ଶ⁄ sin ଵ

ଶ
 M1 ߠ

2݅ሺܽ െ ܾሻ sin ଵ

ଶ
߮ sin ଵ

ଶ
ߠ ൌ 0   A1 

So  ܽ ൌ ߠ  , ܾ ൌ ߮  or , ߨ2݊ ൌ  ߨ2݊

A1                     A1       A1  (5) 
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Question 3 

ߚߙ ൅ ߜߛ ൅ ߛߙ ൅ ߜߚ ൅ ߜߙ ൅ ߛߚ ൌ െܣ  M1 

ܣ ൌ െݍ  A1 (2) 

(i) 		ݕଷ െ ଶݕ3 െ ݕ40 ൅ 84 ൌ 0  M1 A1 

ሺݕ െ 2ሻሺݕଶ െ ݕ െ 42ሻ ൌ 0 M1 

ሺݕ െ 2ሻሺݕ െ 7ሻሺݕ ൅ 6ሻ ൌ 0 M1 A1 

So  ߚߙ ൅ ߜߛ ൌ 7  A1  (6) 

(ii) 	ሺߙ ൅ ߛሻሺߚ ൅ ሻߜ ൌ ߛߙ ൅ ߜߙ ൅ ߛߚ ൅ ߜߚ ൌ 3 െ ߚߙ െ ߜߛ ൌ െ4 

                        M1       M1  A1 (3) 

ሺߙ ൅ ሻߚ ൅ ሺߛ ൅ ሻߜ ൌ 0  M1 

Thus  ሺߙ ൅ ଶݐ  ሻ  is a root ofߚ െ 4 ൌ 0  M1 

So  ߙ ൅ ߚ ൌ േ2  A1 

ߛߚߙ ൅ ߜߛߚ ൅ ߙߜߛ ൅ ߚߙߜ ൌ 6 

ߛሺߚߙ ൅ ሻߜ ൅ ߙሺߜߛ ൅ ሻߚ ൌ 6 

2ሺߚߙ െ ሻߜߛ ൌ േ6 M1 

ߚߙ െ ߜߛ ൌ 3  as  ߚߙ ൐ ߙ  and so)  ߜߛ ൅ ߚ ൌ െ2) 

So  ߚߙ ൌ 5 A1 (5) 

 

Alternatively,  ߜߛߚߙ ൌ 10 ,  M1 A1  so  ߚߙ  and  ߜߛ  are the roots of  

ଶݐ െ ݐ7 ൅ 10 ൌ 0  M1 A1  and as  ߚߙ ൐ ߚߙ  , ߜߛ ൌ 5 (and  ߜߛ ൌ 2 ). A1 (5) 

 

(iii)  Thus  ߙ  and  ߚ  are the roots of  ݐଶ ൅ ݐ2 ൅ 5 ൌ 0  and  ߛ  and  ߜ  are the roots of  
ଶݐ െ ݐ2 ൅ 2 ൌ 0 M1 A1 

So  ݔ ൌ 1 േ ݅		, െ1 േ 2݅ A1 A1 (4) 
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Question 4 

 (i)  ݁௫ ୪୬௔ ൌ ܽ௫  (formula book) 

So if   log௔ ݂ሺݔሻ ൌ  ݖ

݂ሺݔሻ ൌ ܽ௭ ൌ ݁௭ ୪୬௔  E1 

and so  ln ݂ሺݔሻ ൌ ݖ ln ܽ ൌ ln ܽ	 log௔ ݂ሺݔሻ  B1 

Therefore,  

 ݁
భ
೤
׬	 ୪୬௙ሺ௫ሻௗ௫
೤
బ ൌ 	 ݁

భ
೤
׬	 ୪୬௔	 ୪୭୥ೌ ௙ሺ௫ሻ	ௗ௫
೤
బ ൌ ݁

భ
೤
	୪୬௔ ׬ ୪୭୥ೌ ௙ሺ௫ሻ	ௗ௫

೤
బ  

        M1        M1 

Thus,  ܨሺݕሻ ൌ ܽ
భ
೤
׬	 ୪୭୥ೌ ௙ሺ௫ሻ	ௗ௫
೤
బ    A1* (5) 

(ii)  ܪሺݕሻ ൌ ݁
భ
೤
׬	 ୪୬௛ሺ௫ሻௗ௫
೤
బ ൌ ݁

భ
೤
׬	 ୪୬൫௙ሺ௫ሻ௚ሺ௫ሻ൯ௗ௫
೤
బ   M1 

ൌ ݁
ଵ
௬	׬ ୪୬௙ሺ௫ሻା୪୬௚ሺ௫ሻௗ௫

೤
బ  

ൌ ݁
భ
೤
	ቀ׬ ୪୬௙ሺ௫ሻௗ௫

೤
బ ା׬ ୪୬௚ሺ௫ሻௗ௫

೤
బ ቁ

   M1 

ൌ	݁
భ
೤
׬	 ୪୬௙ሺ௫ሻௗ௫
೤
బ 	݁

భ
೤
׬	 ୪୬௚ሺ௫ሻௗ௫
೤
బ ൌ     ሻݕሺܩሻݕሺܨ

  M1            A1* (4) 

  (iii)  Let  ݂ሺݔሻ ൌ ܾ௫ , 

Then   ܨሺݕሻ ൌ ݁
భ
೤
׬	 ୪୬௕ೣௗ௫
೤
బ ൌ ݁

భ
೤
׬	 ௫ ୪୬௕	ௗ௫
೤
బ ൌ ݁

భ
೤
୪୬ ௕		׬ ௫

೤
బ ௗ௫

 

            M1    M1 

ൌ ݁
భ
೤
୪୬௕		ቂభ

మ
௫మቃ

బ

೤

ൌ ݁
భ
೤
୪୬௕		భ

మ
௬మ
ൌ ݁

భ
మ
௬ ୪୬௕ ൌ ܾ

భ
మ
௬ ൌ √ܾ௬  

A1        M1        A1* (5)       

(iv)  ݁
భ
೤
׬	 ୪୬௙ሺ௫ሻௗ௫
೤
బ ൌ ඥ݂ሺݕሻ 

ଵ

௬
׬	 ln ݂ሺݔሻ݀ݔ

௬
଴ ൌ lnඥ݂ሺݕሻ ൌ

ଵ

ଶ
ln ݂ሺݕሻ   

׬ ln ݂ሺݔሻ݀ݔ ൌ ௬

ଶ
ln ݂ሺݕሻ

௬
଴   M1 

ln ݂ሺݕሻ ൌ ଵ

ଶ
ln ݂ሺݕሻ ൅ ௬௙ᇲሺ௬ሻ

ଶ௙ሺ௬ሻ
 M1 

௬௙ᇲሺ௬ሻ

௙ሺ௬ሻ
ൌ ln ݂ሺݕሻ				so   ௙ᇲሺ௬ሻ

௙ሺ௬ሻ ୪୬௙ሺ௬ሻ
ൌ ଵ

௬
 M1 

Integrating  ln ln ݂ሺݕሻ ൌ ln ݕ ൅ ܿ ൌ ln ݕ ൅ ln ݇ ൌ ln  M1 A1 ݕ݇

ln ݂ሺݕሻ ൌ   ݕ݇

݂ሺݕሻ ൌ ݁௞௬ ൌ ݁௬ ୪୬௕ ൌ ܾ௬  

݂ሺݔሻ ൌ ܾ௫ A1* (6) 
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Question 5 

ݕ ൌ ݎ sin  ߠ

ௗ௬

ௗఏ
ൌ ݎ cos ߠ ൅ ௗ௥

ௗఏ
	sin ߠ ൌ ݂ cos ߠ ൅	݂ᇱ sin  M1 ߠ

ݔ ൌ ݎ cos   ߠ

ௗ௫

ௗఏ
ൌ 	െݎ sin ߠ ൅ ௗ௥

ௗఏ
	cos ߠ ൌ 	െ݂ sin ߠ ൅ ݂ᇱ cos  M1 	ߠ

ௗ௬

ௗ௫
ൌ ௙ ୡ୭ୱఏା	௙ᇲ ୱ୧୬ఏ

ି௙ ୱ୧୬ఏା௙ᇲ ୡ୭ୱఏ
ൌ 	 ௙ା௙

ᇲ ୲ୟ୬ఏ

ି௙ ୲ୟ୬ఏା௙ᇲ
   M1 A1 (4) 

 

௙ା௙ᇲ ୲ୟ୬ఏ

ି௙ ୲ୟ୬ఏା௙ᇲ
	ൈ 	 ௚ା௚

ᇲ ୲ୟ୬ఏ

ି௚ ୲ୟ୬ఏା௚ᇲ
ൌ െ1  M1 

݂݃ ൅ ݂ᇱ݃ tan ߠ ൅ ݂݃ᇱ tan ߠ ൅ ݂ᇱ݃ᇱ tanଶ ߠ ൌ െ݂݃ tanଶ ߠ ൅ ݂ᇱ݃ tan ߠ ൅ ݂݃ᇱ tan ߠ െ݂ᇱ݃ᇱ  

ሺ݂݃ ൅ ݂ᇱ݃ᇱሻ secଶ ߠ ൌ 0   M1 

݂݃ ൅ ݂ᇱ݃ᇱ ൌ 0  A1* (3) 

 

݃ሺߠሻ ൌ ܽሺ1 ൅ sin   ሻߠ

݃ᇱሺߠሻ ൌ ܽ cos   ߠ

So   ݂ᇱܽ cos ߠ ൅ ݂ܽሺ1 ൅ sin ሻߠ ൌ 0  M1 

௙ᇲ

௙
ൌ െ

ሺଵାୱ୧୬ఏሻ

ୡ୭ୱఏ
ൌ െsec ߠ െ tan  A1  ߠ

ln ݂ ൌ 	െ lnሺsec ߠ ൅	tan ሻߠ ൅ ln cos ߠ ൅ ܿ ൌ 	 ln ቀ
௞ ୡ୭ୱఏ

ୱୣୡఏା	୲ୟ୬ఏ
ቁ ൌ ln ቀ

௞ ୡ୭ୱమ ఏ

ଵାୱ୧୬ఏ
ቁ  M1 A1 

݂ሺߠሻ ൌ ቀ
௞ ୡ୭ୱమ ఏ

ଵାୱ୧୬ఏ
ቁ ൌ

௞൫ଵିୱ୧୬మ ఏ൯

ଵାୱ୧୬ఏ
ൌ ݇ሺ1 െ sin  (ሻ  M1 A1ߠ

 

Alternatively, 
௙ᇲ

௙
ൌ െ

ሺଵାୱ୧୬ఏሻ

ୡ୭ୱఏ
ൌ െ ୡ୭ୱఏ

ሺଵିୱ୧୬ఏሻ
  M1 A1 

ln ݂ ൌ ln൫ሺ1 െ sin ሻ൯ߠ ൅ ܿ ൌ ln൫݇ሺ1 െ sin  ሻ൯ M1ߠ

and hence  	݂ሺߠሻ ൌ ݇ሺ1 െ sin  ሻ A1ߠ

 

ݎ ൌ 4	, ߠ ൌ െ ଵ

ଶ
so  4   ߨ ൌ 2݇   M1 

Thus   ݂ሺߠሻ ൌ 2ሺ1 െ sin  ሻ  A1 (8)ߠ
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G1 G1 dG1 G1 G1(5)   
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Question 6 

 (i)   ܶሺݔሻ ൌ ׬
ଵ

ଵା௨మ
ݑ݀

௫
଴  

Let  ݑ ൌ ଵ  , ௗ௨ିݒ
ௗ௩
ൌ െିݒଶ 

B1 

So  

 ܶሺݔሻ ൌ ׬
ଵ

ଵା௩షమ
௫షభ

ஶ ൈ െିݒଶ݀ݒ ൌ ׬
ଵ

௩మାଵ
ݒ݀ ൌ ׬

ଵ

ଵା௨మ
ݑ݀ െ ׬

ଵ

ଵା௨మ
ݑ݀

௫షభ

଴
ஶ
଴

ஶ
௫షభ  

                                   M1              M1 

ܶሺݔሻ ൌ ܶሺ∞ሻ െ ܶሺିݔଵሻ   A1* (4) 

(ii)  ݒ ൌ ௨ା௔

ଵି௔௨
	⇔ ݒ െ ݒݑܽ ൌ ݑ ൅ ܽ	 ⇔ ݒ െ ݑ ൌ ܽሺ1 ൅ ሻݒݑ 	⇔ ܽ ൌ ௩ି௨

ଵା௨௩
 

M1 

0 ൌ
ሺଵା௨௩ሻቀ೏ೡ

೏ೠ
ିଵቁିሺ௩ି௨ሻቀ௨೏ೡ

೏ೠ
ା௩ቁ

ሺଵା௨௩ሻమ
   M1 

ௗ௩

ௗ௨
ሺ1 ൅ ݒݑ െ ݒݑ ൅ ଶሻݑ ൌ 1 ൅ ݒݑ ൅ ଶݒ െ   ݒݑ

ௗ௩

ௗ௨
ൌ ଵା௩మ

ଵା௨మ
   A1* (3) 

Alternatively,  

ݒ ൌ
ݑ ൅ ܽ
1 െ ݑܽ

	⇔
ݒ݀
ݑ݀

ൌ
ሺ1 െ ሻݑܽ ൅ ܽሺݑ ൅ ܽሻ

ሺ1 െ ሻଶݑܽ
ൌ

1 ൅ ܽଶ

ሺ1 െ ሻଶݑܽ
ൌ

ሺ1 ൅ ܽଶሻሺ1 ൅ ଶሻݑ
ሺ1 െ ሻଶሺ1ݑܽ ൅ ଶሻݑ

 

  M1 

ൌ
ሺ1 െ ሻଶݑܽ ൅ ሺݑ ൅ ܽሻଶ

ሺ1 െ ሻଶሺ1ݑܽ ൅ ଶሻݑ
ൌ
1 ൅ ଶݒ

1 ൅ ଶݑ
 

   M1      A1  

 

ܶሺݔሻ ൌ ׬
ଵ

ଵା௨మ
ݑ݀

௫
଴ ൌ ׬

ଵ

ଵା௨మ
ଵା௨మ

ଵା௩మ
ݒ݀ ൌ	

ೣశೌ
భషೌೣ
௔ ׬

ଵ

ଵା௩మ
ݒ݀ ൌ	

ೣశೌ
భషೌೣ
௔ ׬

ଵ

ଵା௩మ
ݒ݀ െ	

ೣశೌ
భషೌೣ
଴ ׬

ଵ

ଵା௩మ
	ݒ݀

௔
଴   

                                                     M1              M1 

ܶሺݔሻ ൌ ܶ ቀ
௫ା௔

ଵି௔௫
ቁ െ ܶሺܽሻ   A1* (3) 

As  ܶሺݔሻ ൌ ܶሺ∞ሻ െ ܶሺିݔଵሻ ,  ܶሺܽሻ ൌ ܶሺ∞ሻ െ ܶሺܽିଵሻ 

So 

  ܶሺିݔଵሻ ൌ ܶሺ∞ሻ െ ܶሺݔሻ ൌ ܶሺ∞ሻ െ ൬ܶ ቀ
௫ା௔

ଵି௔௫
ቁ െ ܶሺܽሻ൰ ൌ ܶሺ∞ሻ െ ൬ܶ ቀ

௫ା௔

ଵି௔௫
ቁ െ

൫ܶሺ∞ሻ െ ܶሺܽିଵሻ൯൰ 

                               M1  M1 
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Thus 

ܶሺିݔଵሻ ൌ 2ܶሺ∞ሻ െ ܶ ቀ
௫ା௔

ଵି௔௫
ቁ െ ܶሺܽିଵሻ   A1* (3) 

Let  ݕ ൌ ଵ , ൌିݔ ܽିଵ , then  ݔ ൏ ଵ

௔
  implies  

ଵ

௬
൏ ܾ  which is  ݕ ൐ ଵ

௕
  M1 

ܶሺݕሻ ൌ 2ܶሺ∞ሻ െ ܶ ቀ
௬షభା௕షభ

ଵି௕షభ௬షభ
ቁ െ ܶሺܾሻ ൌ 2ܶሺ∞ሻ െ ܶ ቀ

௕ା௬

௕௬ିଵ
ቁ െ ܶሺܾሻ A1* (2) 

(iii)  Using   ܶሺݕሻ ൌ 2ܶሺ∞ሻ െ ܶ ቀ
௕ା௬

௕௬ିଵ
ቁ െ ܶሺܾሻ  with  ݕ ൌ ܾ ൌ √3  M1 

ܶ൫√3൯ ൌ 2ܶሺ∞ሻ െ ܶ ቀ √
ଷା√ଷ

√ଷ√ଷିଵ
ቁ െ ܶ൫√3൯  

ܶ൫√3൯ ൌ 2ܶሺ∞ሻ െ ܶ൫√3൯ െ ܶ൫√3൯  

3ܶ൫√3൯ ൌ 2ܶሺ∞ሻ 		⇔ 	ܶ൫√3൯ ൌ
ଶ

ଷ
ܶሺ∞ሻ   A1* (2) 

Using   ܶሺݔሻ ൌ ܶሺ∞ሻ െ ܶሺିݔଵሻ  with  ݔ ൌ 1 , 

ܶሺ1ሻ ൌ ܶሺ∞ሻ െ ܶሺ1ሻ   and so   ܶሺ1ሻ ൌ ଵ

ଶ
ܶሺ∞ሻ  B1 

Using  ܶሺݔሻ ൌ ܶ ቀ
௫ା௔

ଵି௔௫
ቁ െ ܶሺܽሻ  with  ݔ ൌ √2 െ 1  and   ܽ ൌ 1  M1 

ܶ൫√2 െ 1		൯ ൌ ܶ ൬ √ଶିଵ		ାଵ

ଵି൫√ଶିଵ		൯
൰ െ ܶሺ1ሻ  

ܶ൫√2 െ 1		൯ ൌ ܶ ቀ √ଶ

ଶି√ଶ
ቁ െ ܶሺ1ሻ ൌ ܶ ቀ

ଵ

√ଶିଵ
ቁ െ ܶሺ1ሻ ൌ ܶ൫√2 ൅ 1൯ െ ܶሺ1ሻ  

Using   ܶሺݔሻ ൌ ܶሺ∞ሻ െ ܶሺିݔଵሻ  ,   ܶ൫√2 ൅ 1		൯ ൌ ܶሺ∞ሻ െ ܶ൫√2 െ 1൯ 

So   ܶ൫√2 െ 1		൯ ൌ ܶሺ∞ሻ െ ܶ൫√2 െ 1൯ െ ܶሺ1ሻ 

2ܶ൫√2 െ 1		൯ ൌ ܶሺ∞ሻ െ ܶሺ1ሻ ൌ ܶሺ∞ሻ െ ଵ

ଶ
ܶሺ∞ሻ  

ܶ൫√2 െ 1		൯ ൌ ଵ

ସ
ܶሺ∞ሻ   A1* (3) 

Alternatively, using  ܶሺݔሻ ൌ ܶ ቀ
௫ା௔

ଵି௔௫
ቁ െ ܶሺܽሻ  with  ݔ ൌ ܽ ൌ √2 െ 1   

ܶ൫√2 െ 1		൯ ൌ ܶ ൭
2൫√2 െ 1		൯

1 െ ൫√2 െ 1		൯
ଶ൱ െ ܶ൫√2 െ 1		൯ ൌ ܶ ቆ

2൫√2 െ 1		൯

2൫√2 െ 1		൯
ቇ െ ܶ൫√2 െ 1		൯ 

Therefore 2ܶ൫√2 െ 1		൯ ൌ ܶሺ1ሻ  and so  ܶ൫√2 െ 1		൯ ൌ ଵ

ଶ
ܶሺ1ሻ ൌ ଵ

ସ
ܶሺ∞ሻ 
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Question 7 

  

ೌమ൫భష೟మ൯
మ

൫భశ೟మ൯
మ

௔మ
൅

ర್మ೟మ

൫భశ೟మ൯
మ

௕మ
ൌ

൫ଵି௧మ൯
మ
ାସ௧మ

ሺଵା௧మሻమ
ൌ ଵିଶ௧మା௧రାସ௧మ

ଵାଶ௧మା௧ర
ൌ 1  B1 (1) 

(i)  
௫మ

௔మ
൅ ௬మ

௕మ
ൌ 1	 ⇒ 	 ଶ௫

௔మ
൅

ଶ௬೏೤
೏ೣ

௕మ
ൌ 0   M1 

ௗ௬

ௗ௫
ൌ െ ௕మ௫

௔మ௬
ൌ െ

௕మ௔൫ଵି௧మ൯൫ଵା௧మ൯

௔మሺଵା௧మሻଶ௕௧
ൌ െ

௕൫ଵି௧మ൯

ଶ௔௧
   M1 A1 

So L is   ݕ െ ଶ௕௧

ሺଵା௧మሻ
ൌ െ

௕൫ଵି௧మ൯

ଶ௔௧
ቀݔ െ

௔൫ଵି௧మ൯

ሺଵା௧మሻ
ቁ  M1 

ሺ1ݐ2ܽ ൅ ݕଶሻݐ െ ଶݐ4ܾܽ ൌ െܾݔሺ1 െ ଶሻሺ1ݐ ൅ ଶሻݐ ൅ ܾܽሺ1 െ   ଶሻଶݐ

ሺ1ݐ2ܽ ൅ ݕଶሻݐ ൅ ሺ1ݔܾ െ ଶሻሺ1ݐ ൅ ଶሻݐ ൌ ܾܽሺ1 െ ଶሻଶݐ ൅ ଶݐ4ܾܽ ൌ ܾܽሺ1 ൅   ଶሻଶݐ

Thus  2ܽݕݐ ൅ ሺ1ݔܾ െ ଶሻݐ ൌ ܾܽሺ1 ൅  ଶሻ  M1ݐ

and as ሺܺ, ܻሻ lies on this line  2ܻܽݐ ൅ ܾܺሺ1 െ ଶሻݐ ൌ ܾܽሺ1 ൅  ଶሻݐ

0 ൌ ሺܽ ൅ ܺሻܾݐଶ െ ܻݐ2ܽ ൅ ܾሺܽ െ ܺሻ  A1*  (6) 

For there to be two distinct lines, there need to be two values of  ݐ . 

So the discriminant must be positive,  ሺെ2ܻܽሻଶ െ 4ሺܽ ൅ ܺሻܾܾሺܽ െ ܺሻ ൐ 0  M1 

4ܽଶܻଶ ൐ 4ܾଶሺܽଶ െ ܺଶሻ  

ܽଶܻଶ ൐ ሺܽଶ െ ܺଶሻܾଶ   A1* 

௒మ

௕మ
൐ 1 െ ௑మ

௔మ
  

௑మ

௔మ
൅ ௒మ

௕మ
൐ 1   so  ሺܺ, ܻሻ  lies outside the ellipse.  B1 (3) 

 

However, if  ܺଶ ൌ ܽଶ , ൌ േܽ , one tangent is at ݐ ൌ 0  or ݐ ൌ ∞  ,   a vertical line.  E1 

If  
௑మ

௔మ
൅ ௒మ

௕మ
൐ 1 , then  ܻ ് 0 .    E1  
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G1 (3) 

(ii)  ݌  and  ݍ  are the roots of  0 ൌ ሺܽ ൅ ܺሻܾݐଶ െ ܻݐ2ܽ ൅ ܾሺܽ െ ܺሻ 

So  ݌ ൅ ݍ ൌ ଶ௔௒

ሺ௔ା௑ሻ௕
  and  ݍ݌ ൌ ௕ሺ௔ି௑ሻ

ሺ௔ା௑ሻ௕
    M1 

Thus  ሺܽ ൅ ܺሻݍ݌ ൌ ܽ െ ܺ  and  ሺܽ ൅ ܺሻሺ݌ ൅ ሻܾݍ ൌ 2ܻܽ A1 A1 (3) 

Without loss of generality  ሺ0, ଵሻ lies on  ሺܽݕ ൅ ଶ݌ሻܾݔ െ ݕ݌2ܽ ൅ ܾሺܽ െ ሻݔ ൌ 0 

and   ሺ0, ଶሻ lies on  ሺܽݕ ൅ ଶݍሻܾݔ െ ݕݍ2ܽ ൅ ܾሺܽ െ ሻݔ ൌ 0 

So  ܾܽ݌ଶ െ ଵݕ݌2ܽ ൅ ܾܽ ൌ 0 , that is  ܾ݌ଶ െ ଵݕ݌2 ൅ ܾ ൌ 0  M1 

and   ܾݍଶ െ ଶݕݍ2 ൅ ܾ ൌ 0 

As  ݕଵ ൅ ଶݕ ൌ 2ܾ  , ௕௣
మା௕

ଶ௣
൅ ௕௤మା௕

ଶ௤
ൌ 2ܾ  M1 

௣మାଵ

௣
൅ ௤మାଵ

௤
ൌ 4  

݌ ൅ ݍ ൅ ௣ା௤

௣௤
ൌ 4  

ଶ௔௒

ሺ௔ା௑ሻ௕
൅

మೌೊ
ሺೌశ೉ሻ್
ೌష೉
ೌశ೉

ൌ 4  M1 

ଶ௔௒

௔ା௑
൅ ଶ௔௒

௔ି௑
ൌ 4ܾ  
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2ܻܽሺܽ െ ܺ ൅ ܽ ൅ ܺሻ ൌ 4ሺܽ െ ܺሻሺܽ ൅ ܺሻܾ  

4ܽଶܻ ൌ 4ሺܽଶ െ ܺଶሻܾ  

௒

௕
ൌ 1 െ ௑మ

௔మ
  

௑మ

௔మ
൅ ௒

௕
ൌ 1     A1* (4) 
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Question 8 

  

෍ ܽ௠ሺܾ௠ାଵ െ ܾ௠ሻ ൅

௡

௠ୀଵ

෍ ܾ௠ାଵሺܽ௠ାଵ െ ܽ௠ሻ
௡

௠ୀଵ

ൌ ෍ሺܽ௠ܾ௠ାଵ െ ܽ௠ܾ௠ ൅ ܾ௠ାଵܽ௠ାଵ െ ܾ௠ାଵܽ௠ሻ
௡

௠ୀଵ

 

          M1 

ൌ ෍ሺെܽ௠ܾ௠ ൅ ܾ௠ାଵܽ௠ାଵሻ
௡

௠ୀଵ

ൌ ܽ௡ାଵܾ௡ାଵ െ ܽଵܾଵ 

   M1 

Hence, 

෍ ܽ௠ሺܾ௠ାଵ െ ܾ௠ሻ ൌ ܽ௡ାଵܾ௡ାଵ െ ܽଵܾଵ െ

௡

௠ୀଵ

෍ ܾ௠ାଵሺܽ௠ାଵ െ ܽ௠ሻ
௡

௠ୀଵ

 

      A1* (3) 

 

(i)   Let  ܽ௠ ൌ 1 (or any constant) and  ܾ௠ ൌ sin݉ݔ  ,   M1 

then  	

෍ሺsinሺ݉ ൅ 1ሻݔ െ sin݉ݔሻ ൌ sinሺ݊ ൅ 1ሻݔ െ sin ݔ െ

௡

௠ୀଵ

෍ sinሺ݉ ൅ 1ሻݔ		ሺ1 െ 1ሻ
௡

௠ୀଵ

 

      M1 A1 

So 

෍ 2cos ൬݉ ൅
1
2
൰ 	ݔ sin

1
2
ݔ ൌ 	 ሺsinሺ݊ ൅ 1ሻݔ െ sin ሻݔ

௡

௠ୀଵ

 

  M1 A1 

and therefore	

෍ cos ൬݉ ൅
1
2
൰ ݔ ൌ

1
2
ሺsinሺ݊ ൅ 1ሻݔ െ sin ሻݔ csc

1
2
ݔ

௡

௠ୀଵ

 

        A1* (6) 

(ii)  Let  ܽ௠ ൌ ݉  and  ܾ௠ ൌ sinሺ݉ െ 1ሻݔ െ sin݉ݔ  ,  M1 

then  

ܾ௠ାଵ െ ܾ௠ ൌ ሺsin݉ݔ െsinሺ݉ ൅ 1ሻݔሻ െ ሺsinሺ݉ െ 1ሻݔ െ sin݉ݔሻ 

ൌ െ2 cos ൬݉ ൅
1
2
൰ 	ݔ sin

1
2
ݔ ൅ 	2 cos ൬݉ െ

1
2
൰ 	ݔ sin

1
2
 ݔ

      M1 A1 
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ൌ 4 sin݉ݔ	 sin ଵ

ଶ
ݔ sin ଵ

ଶ
 ݔ M1 A1 

Thus, using the stem 

෍݉ൈ 4sin݉ݔ	 sinଶ
1
2
ݔ

௡

௠ୀଵ

ൌ ሺ݊ ൅ 1ሻሺsin ݔ݊ െ sinሺ݊ ൅ 1ሻݔሻ െ 1 ൈ ሺsinሺ0 ൈ ሻݔ െ sin ሻݔ

െ ෍ሺsin݉ݔ െ sinሺ݉ ൅ 1ሻݔሻ
௡

௠ୀଵ

 

  M1 A1 

 

 

So  

4	sinଶ
1
2
ݔ ෍ ݉sin݉ݔ	 ൌ ሺ݊ ൅ 1ሻሺsin ݔ݊ െ sinሺ݊ ൅ 1ሻݔሻ ൅ sin ݔ െ sin ݔ ൅

௡

௠ୀଵ

sinሺ݊ ൅ 1ሻݔ 

        M1 A1 

4	sinଶ
1
2
ݔ ෍ ݉sin݉ݔ	 ൌ ሺ݊ ൅ 1ሻ sin ݔ݊ െ݊

௡

௠ୀଵ

sinሺ݊ ൅ 1ሻݔ 

Thus 

෍݉sin݉ݔ	 ൌ ሺ݌ sin ݔ݊ ൅ ݍ sinሺ݊ ൅ 1ሻݔሻ cscଶ
1
2
ݔ

௡

௠ୀଵ

 

where 

݌ ൌ െ
1
4
݊ 

      A1 

and 

ݍ ൌ
1
4
ሺ݊ ൅ 1ሻ 

      A1 (11) 

Alternatively, let  ܽ௠ ൌ ݉  and  ܾ௠ ൌ cos ቀ݉ െ ଵ

ଶ
ቁ  using stem,  M1 , ݔ

෍݉൬cos ൬݉ ൅
1
2
൰ ݔ െ cos ൬݉ െ

1
2
൰ ൰ݔ

௡

௠ୀଵ

ൌ ሺ݊ ൅ 1ሻ cos ൬݊ ൅
1
2
൰ ݔ െ cos

1
2
ݔ െ ෍ cos ൬݉ ൅

1
2
൰ ݔ

௡

௠ୀଵ

 

                M1 A1 
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So, 

෍െ2݉sin݉ݔ	 sin
1
2
ݔ

௡

௠ୀଵ

ൌ ሺ݊ ൅ 1ሻ cos ൬݊ ൅
1
2
൰ ݔ െ cos

1
2
ݔ െ

1
2
ሺsinሺ݊ ൅ 1ሻݔ െ sin ሻݔ csc

1
2
 ݔ

    M1 A1 

ൌ csc
1
2
ݔ ቆሺ݊ ൅ 1ሻ cos ൬݊ ൅

1
2
൰ ݔ sin

1
2
ݔ െ sin

1
2
ݔ cos

1
2
ݔ െ

1
2
ሺsinሺ݊ ൅ 1ሻݔ െ sin  ሻቇݔ

      M1 A1 

ൌ
1
2
csc

1
2
ݔ ൬2ሺ݊ ൅ 1ሻ cos ൬݊ ൅

1
2
൰ ݔ sin

1
2
ݔ െ 2sin

1
2
ݔ cos

1
2
ݔ െ ሺsinሺ݊ ൅ 1ሻݔ െ sin  ሻ൰ݔ

ൌ
1
2
csc

1
2
ݔ ൫ሺ݊ ൅ 1ሻሺsinሺ݊ ൅ 1ሻݔ െ sin ሻݔ݊ െ sin ݔ െ sinሺ݊ ൅ 1ሻݔ ൅ sin  ൯ݔ

M1 A1 

ൌ
1
2
csc

1
2
ݔ ሺ݊ sinሺ݊ ൅ 1ሻݔ െ ሺ݊ ൅ 1ሻ sin  ሻݔ݊

giving result as before. 
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Question 9 

For A,   ݉݃ െ ܼ ൌ ሷݕ݉   and for B,  ܼ ൌ ሷݔ2݉   where  ܼ  is tension. M1 A1 A1 

Adding,  ݕሷ ൅ ሷݔ2 ൌ ݃  M1 

Integrating with respect to time,  ݕሶ ൅ ሶݔ2 ൌ ݐ݃ ൅ ܿ 

Initially,  ݐ ൌ ሶݔ  , 0 ൌ ሶݕ  , 0 ൌ 0 ⇒ ܿ ൌ 0 

Integrating with respect to time,   ݕ ൅ ݔ2 ൌ ଵ

ଶ
ଶݐ݃ ൅ ܿᇱ  M1 M1

Initially,  ݐ ൌ ݔ  , 0 ൌ ݕ  , 0 ൌ 0 ⇒ ܿᇱ ൌ 0 

So   ݕ ൅ ݔ2 ൌ ଵ

ଶ
 ଶݐ݃ A1* (7)

When  ݔ ൌ ݐ ,  ܽ ൌ ܶ ൌ ට
଺௔

௚
  so  ݕ ൌ ܽ M1 A1 

Conserving energy, at time  ܶ  we have shown there is no elastic potential energy, so 

0 ൌ
1
2
ሶݔ2݉ ଶ ൅

1
2
ሶݕ݉ ଶ െ ݉݃ܽ 

M1 A1 A1 A1 (6) 

That is 

ሶݔ2 ଶ ൅ ሶݕ ଶ ൌ 2݃ܽ 

  B1 

But also   ݕሶ ൅ ሶݔ2 ൌ ݃ܶ   and so   ݕሶ ൅ ሶݔ2 ൌ ඥ6݃ܽ  M1 A1 

Thus  2ݔሶ ଶ ൅ ൫ ඥ6݃ܽ െ 2 ݔ ሶ൯
ଶ 
ൌ 2 ݃ ܽ    M1 A1

ሶݔ6 ଶ െ ሶඥ6݃ܽݔ4 ൅ 4݃ܽ ൌ 0 

ሶݔ ଶ െ ሶඨݔ2
2݃ܽ
3

൅
2݃ܽ
3

ൌ 0 

ቌݔሶ െ ඨ
2݃ܽ
3
ቍ

ଶ

ൌ 0 

M1 

and so    ݔሶ ൌ ටଶ௚௔

ଷ
A1* (7) 

Alternatively,  

ܼ ൌ
ݕሺߣ െ ሻݔ

ܽ

M1 
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Subtracting,  

2݉݃ െ 3ܼ ൌ 2݉ሺݕሷ െ  ሷሻݔ

ሷݕ െ ሷݔ ൌ െ
ݕሺߣ3 െ ሻݔ

2݉ܽ
൅ ݃ 

M1 

So, 

ݕ െ ݔ ൌ
2݉݃ܽ
ߣ3

ሺ1 െ cos߱ݐሻ 

M1 

where  

߱ଶ ൌ
ߣ3
2݉ܽ

 

As   ݕ ൅ ݔ2 ൌ ଵ

ଶ
ݔଶ ,    3ݐ݃ ൌ ଵ

ଶ
ଶݐ݃ െ ଶ௠௚௔

ଷఒ
ሺ1 െ cos߱ݐሻ  M1 

When  ݔ ൌ ݐ ,  ܽ ൌ ܶ ൌ ට
଺௔

௚

so   3ܽ ൌ 3ܽ െ ଶ௠௚௔

ଷఒ
൬1 െ cos߱ට

଺௔

௚
൰  and thus   ଷఒ

ଶ௠௔

଺௔

௚
ൌ 4݊ଶߨଶ  ,  ߣ ൌ ସ௡మగమ௠௚

ଽ
M1 

ሶݔ3 ൌ ݐ݃ െ
2݉݃ܽ߱ sin߱ݐ

ߣ3
ൌ ݃ඨ

6ܽ
݃
െ 0 

ሶݔ ൌ ඨ
2݃ܽ
3

M1 A1* (7) 
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Question 10 

Moment of inertia of PQ about axis through P is   
ଵ

ଷ
݉ሺ3ܽሻଶ ൌ 3݉ܽଶ  B1 

Conserving energy,  0 ൌ ଵ

ଶ
3݉ܽଶߠሶ ଶ ൅ ଵ

ଶ
݈݉ଶߠሶ ଶ െ ݉݃ ଷ

ଶ
ܽ sin ߠ െ݈݉݃ sin  M1 A1 A1 A1   ߠ

Thus  ሺ3ܽଶ ൅ ݈ଶሻߠሶ ଶ ൌ ݃ሺ3ܽ ൅ 2݈ሻ sin  ߠ   A1*  (6) 

Differentiating with respect to time, 

2ሺ3ܽଶ ൅ ݈ଶሻߠሶߠሷ ൌ ݃ሺ3ܽ ൅ 2݈ሻ cos ሶߠߠ  

M1 

So  

2ሺ3ܽଶ ൅ ݈ଶሻߠሷ ൌ ݃ሺ3ܽ ൅ 2݈ሻ cos  ߠ

  A1 (2) 

Alternatively, taking moments about axis through P 

݉ሺ3ܽଶ ൅ ݈ଶሻߠሷ ൌ ݉݃ ൬
3
2
ܽ ൅ ݈൰ cos  ߠ

M1 

So  

2ሺ3ܽଶ ൅ ݈ଶሻߠሷ ൌ ݃ሺ3ܽ ൅ 2݈ሻ cos  ߠ

  A1 (2) 

Resolving perpendicular to the rod for the particle, 

݉݃ cos ߠ െ ܴ ൌ ሷߠ݈݉  

  M1 A1 

Thus  

ܴ ൌ ݉݃ cos ߠ െ݈݉ߠሷ ൌ ݉݃ cos ߠ ቆ1 െ
݈ሺ3ܽ ൅ 2݈ሻ

2ሺ3ܽଶ ൅ ݈ଶሻ
ቇ 

  M1 A1 

1 െ
݈ሺ3ܽ ൅ 2݈ሻ

2ሺ3ܽଶ ൅ ݈ଶሻ
ൌ
6ܽଶ ൅ 2݈ଶ െ 3݈ܽ െ 2݈ଶ

2ሺ3ܽଶ ൅ ݈ଶሻ
ൌ
3ܽሺ2ܽ െ ݈ሻ

2ሺ3ܽଶ ൅ ݈ଶሻ
൐ 0 

because   ݈ ൏ 2ܽ  A1 (5) 

Resolving along the rod towards P for the particle, 

ܨ െ݉݃ sin ߠ ൌ ሶߠ݈݉ ଶ 

  M1 A1 
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Thus  

ܨ ൌ ݉݃ sin ߠ ൅ ሶߠ݈݉ ଶ ൌ ݉݃ sin ߠ ቆ1 ൅
݈ሺ3ܽ ൅ 2݈ሻ
ሺ3ܽଶ ൅ ݈ଶሻ

ቇ ൌ ݉݃ sin ߠ ቆ
3ሺܽଶ ൅ ݈ܽ ൅ ݈ଶሻ
ሺ3ܽଶ ൅ ݈ଶሻ

ቇ 

M1 

On the point of slipping  ܨ ൌ   so , ܴߤ B1 

݉݃ sin ߠ ቆ
3ሺܽଶ ൅ ݈ܽ ൅ ݈ଶሻ
ሺ3ܽଶ ൅ ݈ଶሻ

ቇ ൌ ݃݉ߤ cos ߠ ቆ
3ܽሺ2ܽ െ ݈ሻ

2ሺ3ܽଶ ൅ ݈ଶሻ
ቇ 

Thus 

tan ߠ ൌ
ሺ2ܽܽߤ െ ݈ሻ

2ሺܽଶ ൅ ݈ܽ ൅ ݈ଶሻ
 

  A1* (5) 

At the instant of release, the equation of rotational motion for the rod ignoring the particle 

is  

݉݃
3ܽ
2
ൌ 3݉ܽଶߠሷ  

and thus  

ሷߠ ൌ
݃
2ܽ

 

M1 

Therefore the acceleration of the point on the rod where the particle rests equals  

ሷߠ݈ ൌ ௟௚

ଶ௔
൐ ݃  if  ݈ ൐ 2ܽ , and so the rod drops away from the particle faster than the particle 

accelerates and the particle immediately loses contact.  A1 (2) 

(Alternatively, for particle to accelerate with rod from previous working  ܴ ൏ 0 , M1  

meaning that it would have to be attached to so accelerate, and as it is only placed on the 

rod, this cannot happen.) A1 (2) 
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Question 11 

 (i)  Conserving (linear) momentum 

ݑܯ െ ݒ݉݊ ൌ 0 

M1 

ݑ ൌ
ݒ݉݊
ܯ

A1 

ܭ ൌ
1
2
ଶݑܯ ൅ ݊ ൈ

1
2
ଶݒ݉ ൌ

1
2
ܯ ቀ

ݒ݉݊
ܯ

ቁ
ଶ
൅
1
2
ଶݒ݉݊ ൌ

1
2
ଶݒ݉݊ ቀ

݊݉
ܯ

൅ 1ቁ 

M1        M1    A1* (5) 

as required. 

(ii)  Conserving momentum before and after r th gun fired 

൫ܯ ൅ ൫݊ െ ሺݎ െ 1ሻ൯݉൯ݑ௥ିଵ ൌ ሺܯ ൅ ሺ݊ െ ௥ݑሻ݉ሻݎ െ ݉ሺݒ െ  ௥ିଵሻݑ

    M1 A1 

Therefore 

ሺܯ ൅ ሺ݊ െ ௥ݑሻ݉ሻሺݎ െ ௥ିଵሻݑ ൌ  ݒ݉

M1 

and so 

௥ݑ െ ௥ିଵݑ ൌ
ݒ݉

ܯ ൅ ሺ݊ െ ሻ݉ݎ
 

  A1* (4) 

Summing this result for ݎ ൌ 1 to  ݎ ൌ ݊ , 

௡ݑ െ ଴ݑ ൌ
ݒ݉

ܯ ൅ ሺ݊ െ 1ሻ݉
൅

ݒ݉
ܯ ൅ ሺ݊ െ 2ሻ݉

൅
ݒ݉

ܯ ൅ ሺ݊ െ 3ሻ݉
൅⋯൅

ݒ݉
ܯ ൅ ሺ݊ െ ݊ሻ݉

 

   M1 

Because 

0 ൑ ݊ െ ݎ ൑ ݊ െ 1 

ܯ ൑ ܯ ൅ ሺ݊ െ ሻ݉ݎ ൑ ܯ ൅ ሺ݊ െ 1ሻ݉ 

ݒ݉
ܯ ൅ ሺ݊ െ 1ሻ݉

൑
ݒ݉

ܯ ൅ ሺ݊ െ ሻ݉ݎ
൑
ݒ݉
ܯ

with equality only for the term  ݎ ൌ ݊ 

Thus 
ݒ݉

ܯ ൅ ሺ݊ െ 1ሻ݉
൅

ݒ݉
ܯ ൅ ሺ݊ െ 2ሻ݉

൅
ݒ݉

ܯ ൅ ሺ݊ െ 3ሻ݉
൅⋯൅

ݒ݉
ܯ ൅ ሺ݊ െ ݊ሻ݉

൏
ݒ݉݊
ܯ

E1 

As  ݑ଴ ൌ ௡ݑ , 0 ൏
௡௠௩

ெ
ൌ  ݑ A1* (3) 
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(iii)  Considering the energy of the truck and the ൫݊ െ ሺݎ െ 1ሻ൯ projectiles before and after 
the  ݎ୲୦ projectile is fired (the other ሺݎ െ 1ሻ already fired do not change their kinetic energy 
at this time), 

௥ܭ െ ௥ିଵܭ ൌ
1
2
ሺܯ ൅ ሺ݊ െ ௥ଶݑሻ݉ሻݎ ൅

1
2
݉ሺݒ െ ௥ିଵሻଶݑ െ

1
2
൫ܯ ൅ ൫݊ െ ሺݎ െ 1ሻ൯݉൯ݑ௥ିଵଶ 

M1 A1 

ൌ
1
2
ሺܯ ൅ ሺ݊ െ ௥ଶݑሻ݉ሻሺݎ െ ௥ିଵଶሻݑ ൅

1
2
݉ሺݒ െ ௥ିଵሻଶݑ െ

1
2
௥ିଵଶݑ݉

ൌ
1
2
ሺܯ ൅ ሺ݊ െ ௥ݑሻ݉ሻሺݎ െ ௥ݑ௥ିଵሻሺݑ ൅ ௥ିଵሻݑ ൅

1
2
ଶݒ݉ െ  ௥ିଵݑݒ݉

ൌ
1
2
௥ݑሺݒ݉ ൅ ௥ିଵሻݑ ൅

1
2
ଶݒ݉ െ  ௥ିଵݑݒ݉

ൌ
1
2
ଶݒ݉ ൅

1
2
௥ݑሺݒ݉ െ  ௥ିଵሻݑ

   M1 

Summing this result for ݎ ൌ 1 to  ݎ ൌ ݊ , 

௡ܭ െ ଴ܭ ൌ
1
2
ଶݒ݉݊ ൅

1
2
௡ݑሺݒ݉ െ ଴ሻݑ

   M1 

So  

௡ܭ ൌ
1
2
ଶݒ݉݊ ൅

1
2
௡ݑݒ݉

A1* (5) 

Now 

௡ݑ ൏
ݒ݉݊
ܯ

so  

1
2
௡ݑݒ݉ ൏

1
2
݊݉ଶݒଶ

ܯ

M1 

and thus 

௡ܭ ൌ
1
2
ଶݒ݉݊ ൅

1
2
௡ݑݒ݉ ൏

1
2
ଶݒ݉݊ ൅

1
2
݊݉ଶݒଶ

ܯ
ൌ
1
2
ଶݒ݉݊ ቀ1 ൅

݉
ܯ
ቁ ൏

1
2
ଶݒ݉݊ ቀ

݊݉
ܯ

൅ 1ቁ

ൌ  ܭ

M1 

as  ݊ ൐ 1  E1 (3) 
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Question 12 

(i) 

෍෍ܲሺܺ ൌ ,ݔ ܻ ൌ ሻݕ ൌ 1

௡

௫ୀଵ

௡

௬ୀଵ

 

෍෍݇ሺݔ ൅ ሻݕ ൌ 1

௡

௫ୀଵ

௡

௬ୀଵ

 

      M1 

݇෍൬
1
2
݊ሺ݊ ൅ 1ሻ ൅ ൰ݕ݊

௡

௬ୀଵ

ൌ 1 

      M1 A1 

݇ ቆ
1
2
݊ଶሺ݊ ൅ 1ሻ ൅

1
2
݊ଶሺ݊ ൅ 1ሻቇ ൌ 1 

      M1 

Therefore, 

݇ ൌ
1

݊ଶሺ݊ ൅ 1ሻ
 

      A1 (5) 

ܲሺܺ ൌ ሻݔ ൌ ෍݇ሺݔ ൅ ሻݕ ൌ ݇ ቆ݊ݔ ൅
1
2
݊ሺ݊ ൅ 1ሻቇ ൌ

൫2݊ݔ ൅ ݊ሺ݊ ൅ 1ሻ൯
2݊ଶሺ݊ ൅ 1ሻ

௡

௬ୀଵ

ൌ
݊ ൅ 1 ൅ ݔ2
2݊ሺ݊ ൅ 1ሻ

 

              M1 A1 (2) 

ܲሺܻ ൌ ሻݕ ൌ
݊ ൅ 1 ൅ ݕ2
2݊ሺ݊ ൅ 1ሻ

 

      B1 

For  ܺ  and  ܻ  to be independent,  ܲሺܺ ൌ ,ݔ ܻ ൌ ሻݕ ൌ ܲሺܺ ൌ ሻݔ ൈ ܲሺܻ ൌ  ሻ  M1ݕ

So  

݊ ൅ 1 ൅ ݔ2
2݊ሺ݊ ൅ 1ሻ

ൈ
݊ ൅ 1 ൅ ݕ2
2݊ሺ݊ ൅ 1ሻ

ൌ
ሺݔ ൅ ሻݕ
݊ଶሺ݊ ൅ 1ሻ

 

        M1 

ሺ݊ ൅ 1 ൅ ሻሺ݊ݔ2 ൅ 1 ൅ ሻݕ2 ൌ 4ሺ݊ ൅ 1ሻሺݔ ൅  ሻݕ

ሺ݊ ൅ 1ሻଶ െ 2ሺ݊ ൅ 1ሻሺݔ ൅ ሻݕ ൅ ݕݔ4 ൌ 0 

൫ሺ݊ ൅ 1ሻ െ ሺݔ ൅ ሻ൯ݕ
ଶ
െ ሺݔ െ ሻଶݕ ൌ 0 

   M1 

which does not happen for e.g.  ݔ ൌ ݕ  ,  ݊ ൌ 1 .  (Many equally valid examples possible.) 

ܺ  and  ܻ  are not independent.  E1 (5) 
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(ii)  

ሺܻܺሻܧ ൌ ෍෍݇ݕݔሺݔ ൅ ሻݕ ൌ ݇෍ቆݕ
݊ሺ݊ ൅ 1ሻሺ2݊ ൅ 1ሻ

6
൅ ଶݕ

݊ሺ݊ ൅ 1ሻ

2
ቇ

௡

௬ୀଵ

௡

௫ୀଵ

௡

௬ୀଵ

 

            M1 

ൌ ݇
݊ଶሺ݊ ൅ 1ሻଶሺ2݊ ൅ 1ሻ

6
ൌ
ሺ݊ ൅ 1ሻሺ2݊ ൅ 1ሻ

6
 

      M1 A1 (3)  

ሺܺሻܧ ൌ ሺܻሻܧ ൌ ෍ݔ
݊ ൅ 1 ൅ ݔ2
2݊ሺ݊ ൅ 1ሻ

ൌ

1
2݊ሺ݊ ൅ 1ሻଶ ൅ 2

6݊ሺ݊ ൅ 1ሻሺ2݊ ൅ 1ሻ

2݊ሺ݊ ൅ 1ሻ

௡

௫ୀଵ

 

        M1 A1 

ൌ
ሺ݊ ൅ 1ሻ

4
൅
ሺ2݊ ൅ 1ሻ

6
ൌ
ሺ7݊ ൅ 5ሻ

12
 

          A1 (3) 

Thus 

,ሺܺݒ݋ܥ ܻሻ ൌ
ሺ݊ ൅ 1ሻሺ2݊ ൅ 1ሻ

6
െ ቆ

ሺ7݊ ൅ 5ሻ

12
ቇ
ଶ

ൌ
െ݊ଶ ൅ 2݊ െ 1

144
ൌ
െሺ݊ െ 1ሻଶ

144
൏ 0 

  M1          E1 (2) 
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Question 13 

 

ܸሺݔሻ ൌ ሺሺܺܧ െ ሻଶሻݔ ൌ ሺܺଶሻܧ െ ሺܺሻܧݔ2 ൅ ଶݔ ൌ ଶߪ ൅ ଶߤ െ ߤݔ2 ൅ ଶݔ ൌ ଶߪ ൅ ሺݔ െ  ሻଶߤ

  M1    M1        M1     A1 (4) 

ሺܻሻܧ ൌ ൫ܸሺܺሻ൯ܧ ൌ ଶߪሺܧ ൅ ሺܺ െ ሻଶሻߤ ൌ ଶߪ ൅ ଶߪ ൌ  ଶߪ2

          M1    A1* (2) 

If   ܺ~ܷሺ0,1ሻ , then  ߤ ൌ ଵ

ଶ
  and  ߪଶ ൌ ଵ

ଵଶ
 , so ܸሺݔሻ ൌ ଵ

ଵଶ
൅ ቀݔ െ

ଵ

ଶ
ቁ
ଶ
ൌ ଶݔ െ ݔ ൅ ଵ

ଷ
 

                                         B1  B1    M1 A1 (4) 

ܻ ൌ ܸሺܺሻ ൌ ܺଶ െ ܺ ൅
1
3
ൌ

1
12

൅ ൬ܺ െ
1
2
൰
ଶ

 

ܻ ∈ ൤
1
12

,
1
3
൨ 

ܲሺܻ ൏ ሻݕ ൌ ܲ ቆ
1
12

൅ ൬ܺ െ
1
2
൰
ଶ

൏ ቇݕ ൌ ܲቌ
1
2
െ ඨݕ െ

1
12

൏ ܺ ൏
1
2
൅ ඨݕ െ

1
12
ቍ

ൌ 2ඨݕ െ
1
12

 

  M1      M1      A1 

݂ሺݕሻ ൌ ௗ

ௗ௬
൫ܨሺݕሻ൯ ൌ ௗ

ௗ௬
ቆ2ටݕ െ ଵ

ଵଶ
ቇ ൌ ቀݕ െ

ଵ

ଵଶ
ቁ
ିభ
మ
 ,   

ଵ

ଵଶ
൑ ݕ ൑ ଵ

ଷ
   and  0  otherwise. 

                                                       M1       A1        A1 (6) 

ሺܻሻܧ ൌ නݕ ൬ݕ െ
1
12
൰
ିଵଶ
ݕ݀ ൌ

ଵ
ଷ

ଵ
ଵଶ

න൬ݕ െ
1
12
൰ ൬ݕ െ

1
12
൰
ିଵଶ
൅
1
12

൬ݕ െ
1
12
൰
ିଵଶ
ݕ݀

ଵ
ଷ

ଵ
ଵଶ

 

                                                      M1        M1 

ൌ ቎
2
3
൬ݕ െ

1
12
൰

ଷ
ଶ
൅
1
6
൬ݕ െ

1
12
൰

ଵ
ଶ
቏
ଵ
ଵଶ

ଵ
ଷ

ൌ
1
12

൅
1
12

ൌ 2 ൈ
1
12

 

  M1        A1 (4) 

as required. 

Alternatively, for final integral, 

let  ݑଶ ൌ ݕ െ ଵ

ଵଶ
  , 
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ሺܻሻܧ	 ൌ නݕ ൬ݕ െ
1
12
൰
ିଵଶ
ݕ݀ ൌ න

ଶݑ ൅ 1
12	

ݑ

ଵ
ଶ

଴

ଵ
ଷ

ଵ
ଵଶ

ݑ݀ݑ2	 ൌ ൤
2
3
ଷݑ ൅

1
6
൨ݑ

଴

ଵ
ଶ
ൌ 2 ൈ

1
12

 

                                                   M1      M1      M1    A1 (4) 

 

or further 

let  ݑ ൌ ݕ െ ଵ

ଵଶ
  , 

 

ሺܻሻܧ	 ൌ නݕ ൬ݕ െ
1
12
൰
ିଵଶ
ݕ݀ ൌ න

ݑ ൅ 1
12	

ݑ
ଵ
ଶ

ଵ
ସ

଴

ଵ
ଷ

ଵ
ଵଶ

ݑ݀	 ൌ ൤
2
3
ݑ
ଷ
ଶ ൅

1
6
ݑ
ଵ
ଶ൨
଴

ଵ
ସ
ൌ 2 ൈ

1
12

 

                                                   M1      M1      M1    A1 (4) 
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